


a NEL ra na 


EEE 





un Pa: ie nie 





Journal 


für die 


reine und angewandte Mathematik. 


Inzwanglosen Heften. 





Als Fortsetzung des von 
A. L Crelle 


gegründeten Journals 





herausgegeben 


unter Mitwirkung der Herren 
Schellbach, Kummer, Kronecker, Weierstrass 


von 


C. W. Borchardt. 


Mit thätiger Beförderung hoher Königlich-Preussischer Behörden. 





Vierundachtzigster Band. 


In vier Heften. 


en 








Berlin, 1878. 


Druck und Verlag von G. Reimer. 








Una. sperren nr en Be a era 


























Inhaltsverzeichniss des vierundachtzigsten Bandes. 





Ueber lineare Substitutionen und bilineare Formen. Von Herrn Frobenius 
in Zürich. . ee en 4 
Sur la formule de Maclaurin. Extrait d’une lettre de M. Ch. Hermite a M. 
Borchardt. . N er nz 
Sur la formule d’interpolation ir Basen. Extrait d’une lettre de M. Ch. Her- 
mite & M. Borchardt. Re a Er 
Zur Theorie der Functionen. Von Herrn Leopold Schendel in Tokio. . 
Tafeln für die dekadischen Endformen der Quadratzahlen. Von Herrn Schady. 
Memoire sur les &quations differentielles lineaires A integrale algebrique. 
Par M. Camille Jordan a Paris. a a 
Verallgemeinerung einer Jacobischen Formel. Von Herrn Stern in Göttingen. 
Ueber die Benutzung einer vierfachen Mannigfaltigkeit zur Ableitung ortho- 
gonaler Flächensysteme. Von Herrn Mehler in Elbing. . 
Der Malussche Satz und die Gleichungen der dadurch definirten Flächen. 
Von Herrn 0. Röthig. . Er Ba I Rs 
On the 16-nodal quartie surface. By Professor A. Cayley at Cambridge. 
Ein Beitrag zur Mannigfaltigkeitslehre. Von Herrn @. Cantor in Halle. 
Ueber die Steinersche Verallgemeinerung des Malfattischen Problems. Von 
Herrn W. Godt in Lübeck. . ; 
Ueber die Wurzeln der ea BEERFENFRAFGERE die zu einem singulären 


Punkte einer linearen Differentialgleichung gehört. Von Herrn Hamburger. 


Zur Theorie der Bernoullischen Zahlen. Auszug aus einem Schreiben an Herrn 
Borchardt. Von Herrn Stern in Göttingen. . ET 
Auszug eines Schreibens an Herrn Stern über die „Verallgemeinerung einer 

Jacobischen Formel.“ Von Herrn E. Lampe. es 
Verwendung der Ausdehnungslehre für die allgemeine T'heorie Ans Beiuteh 
und den Zusammenhang algebraischer Gebilde. Von Hermann Günther 
Grassmann in Stettin. . . 


1 


64 


70 
SU 


85 


89 
216 


219 
23] 
238 


242 


259 





IV Inhaltsverzeichniss des vierundachtzigsten Bandes. 


Ueber algebraische Beziehungen zwischen Integralen verschiedener Diffe- 
rentialgleichungen. Von Herrn Königsberger in Wien. 
Extrait d’une lettre, concernant l’application des integrales abeliennes & la 
geometrie des courbes planes, adressee ä M. Hermite par M. Lindemann. 
Extrait d’une lettre de M. Hermite & M. Lindemann (observations algebriques 
sur les courbes planes). \ 
Extrait d’une seconde lettre, concernant Fonnlissiien des intögrales FEN 
ä la geometrie des courbes planes, adresse A M. Hermite par M. Lindemann. 
Ueber das elektrodynamische Grundgesetz. Von Herrn H. Lorberg in 
Strassburg. u ey 
Ueber die Kummersche Fläche vierter Beleeni mit le Kossgenäten 
und ihre Beziehung zu den Thetafunctionen mit zwei Veränderlichen. 
Von Herrn H. Weber in Königsberg i. Pr. Er 
Sätze über Determinanten und Anwendung derselben zum Zum Zu Sätze 
von Pascal und Brianchon. Von Herrn Mertens in Krakau. 





Druckfehler. 





. Seite 284 


— 2 


..— 298 


— 300 


— 5305 


— 332 


p. 19 Z.6 v. u. sind die beiden letzten Worte „Q oder‘ zu streichen. 


p. 86 Z. 23 statt 9161 lies 9121. 


p. 87 Colonne 6 Z. 22 v. u. statt . 3236 lies 9 3236. 
p. 87 Colonne 8 2.14 v.u. - .4484 - 94484. 
p. 88 Colonne 7 2.8 - .,8484 - 98484. 
p. 88 Colonne 8 2.4 - .8996 - 98996. 














Ueber lineare Substitutionen und bilineare Formen. 


(Von Herrn Frobenius in Zürich.) 








In den Untersuchungen über die Transformation der quadratischen 
Formen in sich selbst hat man sich bisher auf die Betrachtung des allge- 
meinen Falles beschränkt, während die Ausnahmen, welche die Resultate 
in gewissen speciellen Fällen erfahren, nur für die ternären Formen er- 
schöpfend behandelt worden sind (Bachmann, dieses Journal Bd. 76, 5.331: 
Hermite, dieses Journal Bd. 78, 5. 325). Ich habe daher versucht. die 
Lücke zu ergänzen, die sich sowohl in dem Beweise der Formeln findet, 
welche die Herren Cayley (dieses Journal Bd. 32, S. 119) und Hermite 
(dieses Journal Bd. 47, 5.309) für die Coeffieienten der Substitution ge- 
eeben haben, als auch in den Betrachtungen, welche Herr Rosanes (dieses 
Journal Bd. 80, 5.52) über den Charakter der Transformation angestellt 
hat. Indem ich an Stelle der quadratischen Formen symmetrische bilineare 
Formen behandelte, wurde ich darauf geführt, meine Untersuchungen auch 
auf alternirende Formen auszudehnen. Ob für die Transformation jeder 
bilinearen Form mit eogredienten Variabeln in sich selbst ähnliche rationale 
Darstellungen existiren, ist eine Frage, die noch der Beantwortung harrt. 
Ist die Form eine allgemeine, d. h. sind die Wurzeln einer gewissen Glei- 
chung alle unter einander verschieden, ist eine solche Darstellung von 
Herrn Christoffel angegeben worden (dieses Journal Bd. 68, 5.260.) 

Wird zunächst nur die eine Reihe der Variabeln einer bilinearen 
Form einer linearen Substitution unterworfen, so gehen in die Ausdrücke 
für die Coefficienten der transformirten Form die Coeffieienten der ursprüng- 
lichen Form in der nämlichen Weise ein wie die Substitutionseoeffieienten. 
Betrachtet man also die Form als einen Operandus und die Substitution 
als eine Operation, die mit der Form vorgenommen wird, so erscheint in 
dem Resultate der Unterschied zwischen Operandus und Operator in der- 
selben Weise verwischt, wie beim Multiplieiren der zwischen dem Multi- 
plicandus und dem Multiplieator oder bei der Rechnung mit Quaternionen 
der zwischen einem System zweier Strecken im Raume und der Operation 
des Streckens und Drehens, welche ein solches System in ein anderes über- 
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führt. Diese Erwägungen leiteten mich darauf, statt der Transformation 
der bilinearen Formen die Zusammensetzung der linearen Substitutionen 
zu behandeln. 


$.1. Multiplication. 
l. Sind A und B zwei bilineare Formen der Variabeln &,, ... z,; 


Yır ++: Ym, 80 ist auch 
P= Er oA OB 
Oy, 0%, 
eine bilineare Form derselben Variabeln. Dieselbe nenne ich aus den 
Formen A und B (in dieser Reihenfolge) zusammengesetzt”). Es werden 
im Folgenden nur solche Operationen mit bilinearen Formen vorgenommen, 
bei welchen sie bilineare Formen bleiben**). Ich werde z. B. eine Form 
mit einer Constanten (von &, Yı5 -.- 2,, Y„ unabhängigen Grösse) multipli- 
eiren, zwei Formen addiren, eine Form, deren Coefficienten von einem 
Parameter abhängen, nach demselben differentiiren. Ich werde aber nicht 
zwei Formen mit einander multiplieiren. Aus diesem Grunde kann kein 
Missverständniss entstehen, wenn ich die aus A und B zusammengesetzte 


Form P mit 





PERS he. 


oy, 0X, 





bezeichne, und sie das Product der Formen A und B, diese die Factoren 
von P nenne. Für diese Bildung gilt 
a) das distributive Gesetz: 
A(B+C)=AB+AC, (A+B)C=AC+BEC, 
(A+B)(C+D) = AC+BC-+-AD+BD. 


*) Borchardt, Neue Eigenschaft der Gleichung, mit deren Hülfe man die saeeulären 
Störungen der Planeten bestimmt. Dieses Journal Bd. 30, 5.38. 

Cayley, Remarques sur la notation des fonctions algebriques. Dieses Journal 
Bd. 50, 8. 282. 

Hesse, Neue Eigenschaften der linearen Substitutionen, welche gegebene ho- 
mogene Funetionen des zweiten Grades in andere transformiren, die nur die Quadrate 
der Variabeln enthalten. Dieses Journal Bd. 57, 8. 175. 

Christoffel, Theorie der bilinearen Formen. Dieses Journal Bd. 68, 5.253. 

Rosanes, Ueber die Transformation einer quadratischen Form in sich selbst. 
Dieses Journal Bd. 0, 8.52. 

*#) Unter dem Bilde einer bilinearen Form fasse ich ein System von n’ Grössen 
zusammen, die nach » Zeilen und » Colonnen geordnet sind. Eine Gleichung zwischen 
zwei bilinearen Formen repräsentirt daher einen Complex von n’ Gleichungen. Ich 
werde bisweilen von dem Bilde der Form absehen und unter dem Zeichen A das 
System der n’ Grössen a,s, unter der Gleichung A = B das System der n’ Gleichungen 
4.3 — b.s Verstehen. 
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Sind «a und 5 Constanten, so ist 
(aA)JB= A(aB)=a(AbB), 
(aA+bB)C = aAC+bBC. 
P) das associative Gesetz: 
(AB)C = A(BC), 
daher diese Bildung kurz mit ABC bezeichnet werden kann. Denn AB 


. . . r . oB . a) . 
entsteht, indem in A die Variabeln y, durch In lineare Funetionen von 


x 
OA 

Oyu 
lineare Funetionen von &,, ... z,, ersetzt werden. Die Form (AB)C wird 
also gebildet, indem in B erst die Variabeln x, durch die linearen Functionen 


nn 


A ' ; ii i 
— von 2, ... x, und dann die Variabeln y, durch die linearen Func- 
4 


Yır +++ Y., ersetzt werden, oder indem in B die Variabeln x, durch 


. oc on h 
tionen —— VON Yı, ... %„ Ersetzt werden. Die Reihenfolge dieser beiden 
“ 


Substitutionen ist aber offenbar gleichgültig. 

y) es gilt aber nicht allgemein das commutative Gesetz. Die Formen 
AB und BA sind im allgemeinen von einander verschieden. It AB=BA, 
so heissen die Formen A und B mit einander eertauschbar. Aus dem dis- 
tributiven Gesetze folgt: 

I. Ist jede der Formen A, B, C,... mit jeder der Formen P, Q, R, ... 
vertauschbar, so ist auch die Form aA+bB-+cC+-- mit der Form pP+gQ0-+rR-+-- 
vertauschbar. 

Sind ferner B und C beide mit A vertauschbar, so folgt aus dem 
associativen Gesetze 

A(BC) =(AB)C=(BA)C=B(AC)=B(CA)=(BC)A, 
es ist also auch BC mit A vertauschbar. (Dies ist ein specieller Fall des 
Jacobi-Poissonschen Satzes aus der T'heorie der partiellen Differentialglei- 
chungen erster Ordnung.) Durch wiederholte Anwendung folgt daraus: 

II. Ist jede Form einer Reihe mit jeder Form einer anderen Reihe 
vertauschbar, so ist auch jede aus den Formen der ersten Reihe zusammen- 
gesetzte Form mit jeder aus denen der anderen Reihe zusammengesetzten ver- 
tauschbar. 

Eine Form, welche aus mehreren Formen durch die Operationen 
der Zusammensetzung, Multiplication mit eonstanten Coeffieienten und Ad- 

1 * 











4 Frobenius, über lineare Substitutionen und bilineare Formen. 


dition (in endlicher Anzahl) gebildet ist, soll eine ganze Function jener 
Formen genannt werden. Aus den obigen Sätzen folgt dann: 

Ill. Ist jede Form einer Reihe mit jeder Form einer anderen Reihe 
verlauschbar , so ist auch jede ganze Function der Formen der ersten Reihe 
mit jeder ganzen Function der Formen der anderen Reihe vertauschbar. 

2. Die Form, welche aus A entsteht, indem die Variabeln z,,... x, 
mit Yı, ... 9, vertauscht werden, heisst die conjugirte Form von A (Jacobi, 
dieses Journal Bd. 53, 8. 265) und wird im Folgenden stets mit A’ be- 
zeichnet werden. Die conjugirte Form von aA ist aA’, die von A+B ist 
A'+B'. Die eonjugirte Form von 


AB = z.B 
oOy, Oz, 





ist 


„ 04' OB’ 


y 
7 ar BA. 

IV. Ist eine Form aus mehreren zusammengesetzt, so ist die conju- 
girte Form aus den conjugirten in der umgekehrten Reihenfolge zusammen- 
gesetzt. 

Ist A mit B vertauschbar, so ist daher auch A’ mit B’ vertauschbar. 
Denn nimmt man in der Gleichung AB= BA auf beiden Seiten die con- 
jugirten Formen, so erhält man BA’=A'B. 

Eine Form heisst symmetrisch, wenn sie ihrer eonjugirten gleich ist, 
alternirend, wenn sie ihr entgegengesetzt gleich ist. Jede Form kann, und 
zwar nur in einer Weise, als Summe einer symmetrischen und einer alter- 
nirenden Form dargestellt werden. Denn ist A= S+T, wo S symmetrisch 
und T alternirend ist, so ist A’= S—-T, und daher S=4(A+A), T=4(A—AN). 

Die Form A’A ist nach Satz II. symmetrisch. Der Üoeffieient von 
2.4Y. in derselben ist @&,.+@.+'''+a,.. Mind daher die Coeffieienten von 
A reell, so kann A’A nur dann identisch verschwinden, wenn A Null ist. 
Sind allgemeiner die entsprechenden Coeffieienten a,, und b,, der Formen 
A und B conjugirte complexe Grössen, so kann AB’ nur verschwinden, 
wenn A Null ist. Denn der Üoefficient von x,y. ist in dieser Form 
aıbatanb»t: ta .dr 

3. Die Gleichung ?P= AB ist eine symbolische Zusammenfassung 


der »’ Gleichungen 


Pa? - Sa,.b,3 (a, ß — 1, 2, die n). 
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Mithin ist die Determinante von P, die ich mit |P| bezeichnen werde, gleich 
dem Producte der Determinanten |A| und 'B\. Ferner ist jede par- 
tiale Determinante mten Grades von P| eine Summe von Produeten je 
einer partialen Determinante mt®" Grades von A und einer partialen De- 
terminante mte® Grades von B. Durch wiederholte Anwendung dieser 
Sätze ergiebt sich: 

V. Die Determinante eines Productes mehrerer Formen ist gleich dem 
Producte der Determinanten der Factoren; jede partiale Determinante m’ 
Grades der Determinante eines Productes ist eine homogene lineare Function 
der partialen Determinanten m’ Grades jedes einzelnen Factors. 

Daraus ergeben sich die Folgerungen: 

VI. Wenn die Determinante eines Productes verschwindet, so muss 
auch die eines Factors verschwinden; wenn in einem Factor eines Productes 
alle partialen Determinanten m!‘ Grades verschwinden, so verschwinden sie 
auch im Producte. 

Speciell ergiebt sich für m=2 und m=1: 

VII Wenn ein Factor eines Productes in zwei Linearfactoren zer- 
fällt, so zerfällt auch das Product; wenn ein Factor eines Productes ver- 
schwindet, so ist auch das Product Null. 

Letzteres gilt aber nicht umgekehrt. Denn wenn z.B. A die Va- 
riabeln %,, ... 9, und B die Variabeln x 
AB=V. 


Die Determinante von aA ist A. 


„1... 2, nicht enthält, so ist 


Die Determinante der conjugirten Form A’ ist der von A gleich. 
Die Gesammtheit der partialen Determinanten mt" Grades von A’ ist mit 
der Gesammtheit derer von A identisch. 


8.2. Division. 


1. Ist A= &a,,2,y, eine gegebene Form, so stellen wir uns die 
Aufgabe, alle Formen X = =Z7,5%,Y; zu bestimmen, welche der Gleichuı 
AX=0 genügen. Dieselbe repräsentirt das System der »’ Gleichungen 


12 


A, Ts + 4.2 Ta En ... 2 Gen Tn8 — 0. 


Ist daher die Determinante der Form A von Null verschieden. so 
müssen die Grössen x,,; sämmtlich Null sein. 


l. Ist AX=( und die Determinante von A nicht Null, so ist X = 0. 
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Ist also die Determinante von C nicht Null, so folgt aus der Glei- 
chung AC=BC, das A=B ist. 
Soll AX=(0 sein, so müssen die » Werthereihen 


a B=l2,...0) 

Lösungen der » linearen Gleichungen 

1) aus t+ta2m+'++ar, = 0 («=1, 2...n) 
sein. Ist in der Determinante von A der höchste Grad nicht verschwin- 
dender Unterdeterminanten gleich m, so haben diese Gleichungen 2» — m un- 
abhängige Lösungen und nicht mehr. Daher kann in der Determinante 
von X der höchste Grad nicht verschwindender Unterdeterminanten nicht 
grösser als »—m sein, und es giebt Lösungen X der Gleichung AX = 0, 
in deren Determinante jener Grad wirklich gleich a„—m ist. Ist 

X=P=Zps8.9; 

eine solche Lösung, so befinden sich unter den Werthereihen 


Pırs Px> + Pax «“=1,2,...n) 
»--m unabhängige (und m von diesen abhängige) Lösungen der linearen 
Gleichungen (1.). Daher lässt sich jede andere Lösung aus ihnen linear 
zusammensetzen. Ist also &,;, &:4, ... &,s irgend eine Lösung der Glei- 
chungen (1.), so ist 
= Spule 9 En S Pax Quß> 
und folglich ist X= PO. 

Ist umgekehrt X = P irgend eine partieuläre Lösung der Gleichung 
AX=( und O0 eine willkürliche Form, so ist O0=(AP)Q= A(POQ), und 
mithin ist auch X = PO eine Lösung jener Gleichung. 

Wenn die Form PA = 0 ist, so ist auch die conjugirte Form AP'=(0. 
Mithin sind die Lösungen der Gleichung XA=0 die conjugirten Formen 
von denen der Gleichung A'’X=0. Ist also in der Determinante von A 
der höchste Grad nieht verschwindender Unterdeterminanten gleich m, so 
ist in keiner Lösung der Gleichung XA= 0 jener Grad grösser als » —m. 
Es giebt aber Lösungen, für welche er wirklich gleich »—m ist. Ist P 
eine solche, und Q eine willkürliche Form, so ist X= Q@P die allgemeinste 
Lösung der Gleichung XA =. 

2. Wenn m=n-1l ist, wenn also die Determinante von A Null 
ist, während ihre ersten Unterdeterminanten nicht alle verschwinden, so 
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zerfällt jede Lösung der Gleichung AX=0 oder XA=(0 in zwei Linear- 
factoren. 

Ist b,, der Coeffieient von a;, in der Determinante der Form A, so 
heisst die Form B= &b,,x.y; die adjungirte Form von A. In dem Pro- 
ducete AB ist der Coefficient von z,y, gleich abs t+aaba++a,.b,s, 
also Null oder A|, je nachdem « von P verschieden ist oder nicht; und 
dasselbe gilt von dem Producte BA. Setzt man also, wie stets im Folgenden 
geschehen wird, 

BE = Z..1,; 
so ist 
(2) AB=BA= A\E. 

Ist die Determinante von A Null, während ihre ersten Unterdeter- 
minanten nicht alle verschwinden, so ist daher AB=BA=0, und B ist 
nieht identisch Null. Mithin zerfällt B in zwei Linearfactoren, und wenn 
0 eine willkürliche Form ist, so ist X= BO (X=0B) die allgemeinste 
Lösung der Gleichung AX=0 (XA =). 

3. Wenn die Determinante der Form A verschwindet, so ist es 
nicht möglich, der Gleichung 

(3) AX=E oder XA=E 
zu genügen, weil die Determinante von E(=1) gleich dem Producte der 
Determinanten von A und X sein muss. 

Wenn aber die Determinante von A nicht verschwindet, so folgt aus 
(2.), dass X=B:/'A, beiden Gleichungen genügt. Auch kann es keine 
andere Form geben, welche eine der beiden Gleichungen (3.) befriedigt. 
Denn ist AX=E und AY=E, so ist AIX— Y)=0 und daher X —Y = 0 (I.). 
Die durch die Determinante dividirte adjungirte Form, oder die durch eine 
der beiden Gleichungen (3.) eindeutig definirte Form soll die reeiproke Form 
von A genannt und mit A” bezeichnet werden. Aus den Gleichungen 

4) Ad=E S'’A=E 
folgt, dass die Gleichung XA "= E durch die Form X = A befriedigt wird. 
Die reciproke Form von der reciproken Form ist daher wieder die ursprüng- 
liche Form. Die conjugirte Form von AA '=E ist, da E symmetrisch 
ist, (AT'YA’=E. Mithin ist (A = (A)". 

In Folge der Gleichungen (4.) ist das Product der Determinanten 
von A und von A” gleich der Determinante von E, also Eins. Die Deter- 
minante von A=' ist demnach gleich A". 
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Aus der Definition der Zusammensetzung ergiebt sich, dass eine Form 
ungeändert bleibt, wenn sie mit E oder wenn E mit ihr zusammengesetzt 
wird, dass also 


9.) AE=EA=A 
ist. 

Sind die Determinanten von A und B von Null verschieden, so ist 
(AB) BA) = A(BB"') A"= AEAT'=AAT=E, es genügt also X = B’' 4 
der Gleichung (AB)X=E und ist folglich die reeiproke Form von AB. 

Il. Ist eine Form von nicht verschwindender Determinante aus mehreren 
zusammengesetzt, so ist die reciproke Form aus den reciproken Formen in der 
umgekehrten Reihenfolge zusammengesetzt. 

4. Ist die Determinante von A nicht Null, so hat die Gleichung 
AX=B stets eine Lösung X= AB und kein€ andere. Ist aber jene 
Determinante Null, so hat sie nur unter gewissen Bedingungen eine Lösung, 
dann aber unzählig viele, die man aus einer erhält, indem man zu ihr die 
Lösungen der Gleichung AX=0 addirt. Jene Bedingungen lassen sich 
dahin zusammenfassen, dass alle *Lösungen der linearen Gleichungen 
04 0A oB oB 


——=0,... —=0 auch die Gleichungen — =(, ... — =0 be- 
ey, Oyı oY, | Oyı 
friedigen müssen, oder dass in dem Elementensystem 

A; . . . 4, ., . . D b,. 

d,ı U Ayn b,. Re by 9 


der höchste Grad nieht verschwindender Unterdeterminanten eben so gross 
sein muss, wie in der Determinante von A. 

5. Ist A mit B vertauschbar, und die Determinante von B nicht 
Null, so ist 

AB" = (B"B\(AB ')= B(BA)B '= B"(AB)B*"'= BA, 
und mithin ist A auch mit B”' vertauschbar. Daher soll die Form 


az 8 
Ab” =B A=7z 


gesetzt und als der Quotient von A durch B bezeichnet werden. Bei 
Formen, die nicht vertauschbar sind, werden wir aber das Zeichen des 
Quotienten nieht anwenden. 

Da die Determinante von B”’ gleich |B|"" ist, so ist die Determinante 
eines Quotienten zweier Formen gleich dem Quotienten ihrer Determinanten. 


| 
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' las n Bi ir nn: i 
Die conjugirte Form von — ist Zr Sind die Determinanten von A und 


[2 * * . . . A . 
B beide von Null verschieden, so ist die reciproke Form von gleich 


. Sind A, B, Cirgend drei Formen, B und C von nicht verschwindender 
Determinante, so ist 
AB"' = ACC"'B" = (AC)(BC), 
B'A=B"C"C0A=(CB)"(CA). 
Sind also je zwei dieser Formen vertauschbar, so ist 
u u 


—— — 


F Sr 7 7 Ver Ve 


$.3. Rationale Functionen. 


1. Die Form, welche man erhält, indem man « mal A mit sich 
selbst zusammensetzt, wird mit A“ bezeichnet und die «!e Potenz von A 
genannt. Durch wiederholte Anwendung des associativen Gesetzes ergiebt 
sich (vgl. Borchardt, dieses Journal, Bd. 30, S. 42) die Formel 

1) A#=-AA=AH. 
Dieselbe bleibt, wenn man 
#=E 

setzt, nach $. 2., Formel (5.) auch richtig, wenn einer der beiden Exponenten 
oder beide Null sind. Ist die Determinante von A nieht Null, so entsteht, 
indem @« mal A" mit sich selbst zusammengesetzt wird, eine Form, die mit 
A”* bezeichnet wird. Dann ist leicht zu zeigen, dass die Gleichung (1.) 
auch für negative Werthe der Exponenten richtig bleibt. Mithin ist A 
die reciproke Form von A®. Für positive und negative Werthe des Ex- 
ponenten ist E*=E. Ist a eine Constante, so ist (aA) = a“ A’. 

Ist gr) =a,+a,r+---+a, r” eine ganze Function von r, so heisst 
die Form ,A’+a,A'+.--+a,A” eine ganze Function m’ Grades von A 
und wird mit 9(A) bezeichnet. Nach $. 1. Satz III. ist jede ganze Function 
9(A) von A mit jeder andern ganzen Function k(A) vertauschbar. Ist die 


- ng . . . qa( A 
Determinante von k(A) von Null verschieden, so heisst der Quotient 7, 
® . . . (r) . 5 
eine rationale Function von A, und wird, wenn 7 () —f(r) ist, mit f(A) 


bezeichnet. 
Journal für Mathematik Bd. LXXXIV. Heft 1. 
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Nach $. 1. Satz IV. ist die conjugirte Form von A® gleich A’ und 
daher die von g(A) = Fa,4A“ gleich g(A'). Da ferner die conjugirte Form 
eines @Quotienten gleich dem Quotienten der eonjugirten Formen ist, so ist 
die eonjugirte Form einer rationalen Function f(A) gleich f(A). Jede 
rationale Function einer symmetrischen Form,ist wieder symmetrisch. Von 
einer alternirenden Form ist jede gerade Funetion symmetrisch, jede un- 
gerade alternirend. 

Ist A mit B vertauschbar, so ist auch jede ganze Funetion g(A) 
mit jeder ganzen Funetion @(B) vertauschbar ($.1. Satz II.). Sind ferner 
(die Determinanten der ganzen Funetionen h(A) und H(B) von Null ver- 
schieden, so ist auch (R(A))" mit (H(B))"" vertauschbar; folglich ist auch 
g(A) (h(A))"' mit @(B)(H(B))"" vertauschbar. 

I. Sind zwei Formen vertauschbar, so ist auch jede rationale Function 
der einen mit jeder rationalen Function der andern vertauschbar. 

Je zwei rationale Functionen derselben Form sind mit einander vertauschbar. 

Nach $.1. Satz V. ist die Determinante von A“ gleich |A. Da die 


Determinante von A” gleich A 


ist, so gilt dies auch für negative Werthe 
des Exponenten. Die Determinante von rFE—A ist eine ganze Function 
nen Grades von r und soll die charakteristische Determinante oder Function 
von A genannt werden (Canchy, Memoire sur Vintegration des &quations 
lincaires: Exere. d’analyse et de phys. math. tome I., p. 53.). Ich setze 
g(r)=|irE-A = (r—r)(r—n)..(r—r,) 
bezeiehne also mit r,, 7, ... r, die Wurzeln der charakteristischen Glei- 
chung von A, jede so oft gezählt, wie ihre Ordnungszahl angiebt. Ist 
ger) = ar" tar" "++ +a,= als Fr)... (Sm FT) 
eine ganze Function von r, so ist offenbar 
g A\= a, A" + a, A”—'+..+a,A’ = a(s, E—A) + (8 E—A)\. 


Da die Determinante eines Productes gleich dem Produete der De- 
terminanten der Factoren ist, so ist folglich 
g(A) = as E-A|...|s,E-A| = a"'y(sı)...Pp(8.) 
= als —r).. (8, —r) als —r,) .. (Sur) = girı) ... ger.) 


i ; \ ö | q( A 2 
Da terner die Determinante eines Quotienten f(A) = en gleich dem (Quo- 
tienten der Determinanten ist, so ist 


| gr). gm) _ 
f(A) = ER 7 A fir) ...fir.). 
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Il. Sind r,, nz, ... r, die Wurzeln der charakteristischen Gleichung 
einer Form A, so ist die Determinante einer rationalen Function f( A) von A 
gleich f(r,)f(r;) ... f(r,). 

Die Determinante einer ganzen Function g(A) ist die Resultante von 
g(r) und der charakteristischen Function von A. 

Wendet man den ersten Satz auf die Form rE—f(A) an, so ergiebt 
sich (vgl. Borchardt, dieses Journal Bd. 30, S. 41), dass die Determinante 
derselben gleich (r—f(r,)) ...(r—f(r,)) ist: 

Il. Sind r,, nz. ... r, die Wurzeln der charakteristischen Gleichung 
von A, so sind fir,). f(r). ... fir.) die der charakteristischen Gleichung 
von f(A). 

2. Mehrere Formen A, B, €, ... heissen wnabhängig, wenn die 
Gleichung aA+bB+cC+:.=0 erfordert, dass die Constanten a, b, ec, 
sämmtlich verschwinden. Da eine Form n° Coeffiecienten hat, so giebt es 
genau n’ unabhängige Formen. Daher können die Potenzen einer Form 
nicht alle unabhängig sein. Seien A’, A’, ... A” unabhängig, sei dagegen 


A’ mit ihnen durch eine Relation 
(2.) w(A) =qa,A+a.: +44 a, A! — () 


verbunden, wo a, von Null verschieden ist, während die übrigen Coef- 
ficienten zum Theil oder alle verschwinden können. Setzt man diese (ver- 
schwindende) Form mit A” zusammen, so erhält man 
wA+mA + -+a,A”?? — (, 
Wenn man daher die für hinreichend grosse Werthe von r con- 
vergente heihe 
’ se A ı 
sr. 
r r r 
mit der ganzen Function pet Grades 
vir) = W+Aar+:+a,r 
multiplieirt, so heben sich die negativen Potenzen von r, und man erhält 
eine ganze Function (p—1)!eu Grades Gir) (d.h. eine Form, deren Üoet- 
ficienten ganze Functionen (p—1)ter Grades von r sind). 
G(r) 
ver) 


Reihe S ergiebt, ist irreduetibel. Denn wäre er gleich einem anderen, 


Der rationale echte Bruch der sich so für die reeurrente 


dessen Nenner 4(r) vom Grade g<{p wäre, so würde sich durch Multipli- 


I % 











Frobenius, über lineare Substitutionen und bilineare Formen. 


cation von S mit x(r) und Üoeffieientenvergleichung ergeben, dass bereits 
zwischen A’, A', ... A’ eine Gleichung bestände, wider die Voraussetzung. 
Die Reihe S ist leicht zu summiren. Denn es ist 
A 4’ 
„An bu A A 
rar Tt 
A’ 


r? 





+... 


und daher (vgl. Christoffel, dieses Journal Bd. 68, S. 272.) 
S(E-A)=4’=E, S=(rE- A)", 


SrE = A'+ ©} 


also 
PER > u; 2 Be 
8) —tatat=(rE-A"= ProY 
wo 
Ur Ve Sn Aut... Am 


Ayı rs AT 


(—1)" F(r) —- pr a | | u Y (1 p(r) i. | . ... 
| 


] 


Yn A rer At 
ist. Der grösste gemeinsame Theiler des Zählers und des Nenners von S 
ist der grösste gemeinsame Theiler der ersten Unterdeterminanten von g(r). 
Ist derselbe eine ganze Funetion mtr Grades von r, so ist der Nenner 
v(r) des redueirten Bruches vom Grade a„-m=p. Nach den obigen Er- 
örterungen sind daher unter den Formen A’, A', A’,... die ersten p un- 
abhängig, alle folgenden von diesen abhängig. 

Ist r=a eine «fache Wurzel der charakteristischen Gleichung % (r) =0 
von A, so ist der grösste gemeinsame Divisor der ersten Unterdeterminanten 
von g(r) entweder nicht durch r—a theilbar, oder durch eine niedrigere 
Potenz als die «'. Daher verschwindet g(r) für dieselben Werthe, wie 
w(r), nur möglicherweise für einige derselben von höherer Ordnung, und 
für einen Werth, für welchen w(r) nicht Null ist, kann auch y(r) nicht 
verschwinden. 

Ist die Determinante von A nicht Null, so kann das constante Glied 
von ı(r) nicht verschwinden. Denn sonst erhielte man durch Zusammen- 
setzung von w(A) mit A’ eine ganze Function niedrigeren Grades von A, 
die Null wäre. In diesem Falle sind unter allen positiven und negativen 
Potenzen von A irgend a—m=p auf einander folgende unabhängig, alle 
anderen von diesen abhängig. 
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3. Nach Formel (2.) genügt jede Form A einer gewissen Gleichung, 
und der Grad der Gleichung niedrigsten Grades w(A) = 0 ist nieht grösser 
als ». Ist f(r) eine durch w(r) theilbare ganze Funetion, f(r) = wir)y(r), 
so ist f(A)= w(A)y(A)=0. Da die charakteristische Funetion g(r) durch 
w(r) theilbar ist, so ist folglich stets g(A)=0. Sind f(r) und g(r) irgend 
zwei ganze Functionen von r, und ist k(r) ihr grösster gemeinsamer Divisor, 
so lassen sich zwei ganze Funetionen F(r) und @(r) so bestimmen, dass 
f(r) @(r)—g(r)F(r) =h(r) ist. Daher ist auch f(A)@(A)— g( A) FA) = hiA). 
Genügt also A den Gleichungen f(A)=0 und g(A)=0, so muss es auch 
die Gleichung k(A) = befriedrigen. 

Wenn daher A der Gleichung f(A)=(0 genügt, so muss f(r) durch 
w(r) theilbar sein. Denn wäre z(r) der grösste gemeinsame Divisor von 
f(r) und w(r), so wäre z(A)=0, während doch w(A)=0 die Gleichung 
niedrigsten Grades ist, der A genügt. Wenn eine rationale Funetion 


h A ’ . ' r a 
f(A) = m verschwindet, so muss g(A)=0 sein, weil die Determinante 


von (k(A))' von Null verschieden ist. Daher ist g(r) durch w(r) theilbar. 
Für eine «fache Wurzel der Gleichung w(r)=0 muss folglich fir) nebst 
den ersten @—1 Ableitungen verschwinden. 

Mit Hülfe der Gleichung p!“® Grades w(A)=0 kann jede ganze 
Function von A als eine ganze Function höchstens (p—1)te? Grades dar- 
gestellt werden. Sei ferner ka=%7 irgend eine rationale Function 
von A. Die Determinante von h(A) ist h(r,)h(r,)...h(r,. Da die- 
selbe von Null verschieden ist, so hat k(r) mit g(r), also auch mit w(r) 
keinen 'Theiler gemeinsam. Daher lassen sich zwei ganze Functionen 
F(r) und @(r) so bestimmen, dass h(r)F(r)-w(r)@(r)=g(r) ist. Mithin 
ist auch h(A) F(A)—w(A)G(A) = g(A) oder, weil w(A) = 0 ist, F(A) = In 
Jede gebrochene rationale Function von A lässt sich also auch als ganze 
Funetion von A darstellen. Trotzdem werden wir uns der rationalen 
Funetionen bedienen, weil in vielen Fällen die gebrochene Form be- 
quemer ist. 

Sei B=h(A) eine rationale Funetion von A. Dieselbe ist gleich 
einer ganzen Function f(A). Da die rationale Funetion h(A)—f(A) ver- 
schwindet, so ist für jede Wurzel der Gleichung w(r)=0 auch k(ir)— fir) =), 
und für eine afache Wurzel dieser Gleichung stimmen auch die ersten 
@— 1] Ableitungen von k(r) und f(r) überein. Ist wir) = (r—r,) (r—r,)... (r—r,), 
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so ist (fir) —f(r))... (for)—f(r,)) dureh w(r) theilbar, und daher ist 
(f(A)-fir)E) ... (f(A)—-f(r,)E)=0. oder (B—h(r,)E) ... (B—k(r,)E) = 0. 
Daher genügt D ebenfalls einer Gleichung pter Grades. Wenn nun diese 
Form nicht einer Gleichung niedrigeren Grades genügt, so. lässt sich auch 
A als rationale Funetion von B darstellen. Denn f(A). (f(A)), (f(A)), --- 
lassen sich als ganze Funetionen höchstens (p—1)ten Grades fi( A), £(A), (A) --- 
darstellen. Betrachtet man in den p Gleichungen B’= A", B=f,(A),.. B’'=f,_,(A) 
die Formen A’, A', ... A?” ais die Unbekannten, so ist ihre Determinante 
nicht Null. Denn sonst würde zwischen ihren rechten Seiten eine Glei- 
chung mit constanten Coeffieienten bestehen, während B’, B', ... Br als 
unabhängig vorausgesetzt sind. Durch Auflösung dieser linearen Glei- 
chungen ergiebt sich daher A=g(B), wo g(r) eine ganze Function ist. 

Aus dieser Gleichung und aus B=f(A) folgt gfiA))=4A. Daher 
ist g(f(r))—r durch w(r) theilbar. Sind « und 5 zwei verschiedene Wurzeln 
der Gleichung w(r)=0, so sind folglich f(a) und f(b) verschieden, weil 
sonst auch g(f(a))=a und g(f(b))=b gleich sein würden. Ist ferner r 
eine mehrfache Wurzel jener Gleichung, so ist für dieselbe g (/(r))f(n)—1=V0 
und daher ist f’(r) von Null verschieden. ‘Es lässt sich zeigen, dass diese 
Bedingungen auch hinreichend sind, dass also der Satz gilt: 

IV. Damit eine ganze Function g(r) so bestimmt werden könne, dass 
g(f(r))—r durch w(r) theilbar ist, wo f(r) und w(r) zwei gegebene ganze 
Functionen sind, ist nothwendig und hinreichend, dass f(r) für je zwei ver- 
schiedene Wurzeln der Gleichung w(r) = 0 verschiedene Werthe habe, und 
f'(r) für keine mehrfache Wurzel jener Gleichung verschwinde. 

Daraus ergiebt sich dann unmittelbar der Satz: 

V. Ist w(A)=0 die Gleichung niedrigsten Grades, der A genügt, und 
B=f(A) eine rationale Function von A, so ist stets und nur dann auch A eine 
rationale Function von B, wenn fir) für die verschiedenen Wurzeln der 
Gleichung w(r) = (0 verschiedene Werthe hat und f'(r) für die mehrfachen 
Wurzeln jener Gleichung nicht verschwindet. 

Für diesen Satz wird sich später ($. 7.) aus der Formentheorie selbst 
ein einfacher Beweis ergeben. Daher will ich hier auf den Beweis des 
obigen algebraischen Hülfssatzes nicht näher eingehen. 

4. Aus den entwickelten Sätzen ergiebt sich eine Methode, eine 
Form X zu bestimmen, welche einer gegebenen Gleichung f(A)=0 ge- 
nügt. Wir wollen dieselbe an ein Paar Beispielen erläutern. 
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Es giebt Formen, die nicht Null sind, von denen aber eine Potenz 
verschwindet. Ist X? die niedrigste Potenz von X, welche verschwindet, 
so ist auch jede höhere Potenz von X gleich Null. Ist w(X)=0 die 
Gleichung niedrigsten Grades, der X genügt, so ist w(r) ein Divisor von 


r 
OD 


r’, also eine Potenz von r, folglich gleich r’; da die charakteristische 
Funetion g(r) von X nur für Werthe verschwindet, für die auch w(r) = 0 
ist, so muss p(r) = r" sein. Da umgekehrt stets (X) = 0 ist, so ergiebt 
sich der Satz: 

VI. Damit eine Potenz einer Form verschwinde, ist nothwendig und 
hinreichend, dass ihre charakteristische Function gleich r" ist. 

Da X’=0 ist, so ist auh X =0. Wenn auch die ersten Unter- 
determinanten von X‘ sämmtlich verschwinden, und wenn r” der grösste 
semeinsame Divisor der ersten Unterdeterminanten von rE—X ist, so ist 
p=n-—m. Je nachdem daher p <n» oder p=n ist, sind die ersten Unter- 
determinanten von X alle oder nicht alle Null. Ist eine Potenz von X 
gleich Null, und ist 7>>1, so ist von der Form X” eine niedrigere als die 
„!® Potenz Null. Daher müssen in dieser Form die ersten Unterdetermi- 
nanten sämmtlich verschwinden. 

Setzt man in der Gleichung y(r) = r" die Gröser = —1, so erhält 
man |\X+E'=1. Ist A eine Form, die mit X vertauschbar ist, und s eine 
unbestimmte Zahl, so ist auch (A+sE)”" mit X vertauschbar. Setzt man 
daher (A+sE)"X=B, so ist B’=(A+sE)”’X’=0, und folglich ist 
B+E|=1. Nuniist aber (A+sE)(B+E) = X+A+sE und mithin 

XÄ+A+sE = A+seE. 
jeide Seiten dieser Gleichung sind ganze Funetionen von s. Setzt man 


i 


in denselben s= 0, so erhält man den Satz: 

VI. Ist die Form A mit der Form X vertauschbar, von der eine 
Potenz verschwindet, so ist die Determinante con A+X der von A gleich. 

Als zweites Beispiel behandle ich die Aufgabe, die Formen zu be- 
stimmen, unter deren Potenzen nur eine endliche Anzahl verschieden sind. 
Unter den Formen X”, X, .... sei X**’ die erste, welche einer vorher- 
gehenden gleich ist, und zwar sei X*’= X” oder X*(X’-E)=0. Ist 
vw(X) = 0 die Gleichung niedrigsten Grades, der X genügt, so ist w(r) ein 
Divisor von r*(r‘—1), verschwindet also nur für r=0 und für Einheits- 
wurzeln und für letztere nur von der ersten Ordnung. Daher verschwindet 
auch die charakteristische Determinante 4 (r) von X nur für r=(0) und für 
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Einheitswurzeln; und ist a eine Einheitswurzel, für welche Y(r) von der 
o'en Ordnung verschwindet, so müssen die ersten Unterdeterminanten von 
p(r) für r=a alle von der (@— 1)ten Ordnung verschwinden. Bedient man 
sich daher des Begriffs der Elementartheiler ($. 6.), so erhält man den Satz: 

VIII. Damit unter den Potenzen einer Form nur eine endliche An- 
zahl verschieden seien, ist nothwendig und hinreichend, dass ihre charakte- 
ristische Determinante nur für den Werth Null und für Einheitswurzeln 
verschwindet, und dass diejenigen ihrer Elementartheiler, die für letztere 
verschwinden, sämmtlich einfach seien. 

9. Ist g(r) die charakteristische Funetion der Form A und 


a A gu(r) grmi + p(r) g" 2 + ... pr), 


so 1st 
(r)E — g(A 
OEZIN — At + pn, 
oder weil (A) = ist, 
E $%,(r) 41 Pr) un: Pn-ı(F) 
) En = AI 1 PN a. ee 
RM) EA at tar rn 


Man findet daher die Entwickelung von (rE—A)"' nach Potenzen 
von r—a oder nach irgend welchen Funetionen von r, indem man die 
% (r) 
pr) ' 

IX. In jeder Entwickelung von (r E— A) ' nach Functionen von r, die 
nur in einer Weise möglich ist, sind die Coefficienten ganze Functionen von A. 

Aus der Formel 


u: E \ ! n—? 
(9.) ad = w(A)r"+g,(A)r" + +9Q,_,(A) 


Entwickelungen von . in diese Formel einsetzt. Daraus folgt: 


ergiebt sich der Satz: 
X. Die adjungirte Form von rE—A ist eine ganze Function (n—1)'" 
Grades von r, deren Coefficienten ganze Functionen von A sind. 


$.4. Differentiation. 

Wenn die Coeffiecienten einer Form A= &a,;x,y; Funetionen eines 
Parameters r sind, so ist das Differential (die Ableitung) der Form 
dA= I(da,;)x,y; wieder eine bilineare Form. Ferner ist 
0A OB _ „.©(dA) OB _ 0A oldB) 


\ — > — — ) 2 rn 
d(AbB)=d2 Oy. Or, oy. 0x, oy, 0X, 
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oder 
(1) d(AB)=(dA)B+ A(dB). 

Daher ist 

d(A’) = (dA)JA+A(dA). 

d(ABC) = (dA)JBC+A(dB)C+AB(dC). 

d(A°) = (dA) A"+ A(dA) A" + A (dA) AT + + AT (AA). 

Ferner ist, da die Coeffieienten der Form E von r unabhängig sind, 
d(4") = dE = 0 


l 


und mithin 
0=d(AAT) = Ad(A')+(dA)A", 
also 
2) HAT) = — AT'(dA)A". 
(Weierstrass, B. M.*) 1858, S. 214). Z.B. ist, wenn die Coeffieienten von 
A nicht von r abhängen, 


3) MEET = -FE-NErE-N"=—(rE- A)". 


Ferner ist, wenn die Coeffiecienten von A Funetionen von r sind, 
d(A) = — A(d A) A, 
oder 
-d(A) = A(dA) AT + ATeD(dA) AT + + A" (dA) A. 


$.5. Zerlegbare Formen. 

Wenn die Variabeln &,, z;, ... in der Form A nicht vorkommen, 
so fehlen sie auch in AB und folglich auch in ABCD= A(BCD). Wenn 
die Variabeln y,, y;, ... in D nicht vorkommen, so fehlen sie auch in 
CD und folglich auch in ABCD. 

Il. In einem Producte fehlen die Variabeln x, welche im ersten Factor, 
und die Variabeln y, welche im letzten Factor nicht vorkommen. 

Ist A mit B vertauschbar, so fehlen in P=AB die Variabeln «, 
und inP=BA die Variabeln y, welche in A nicht vorkommen. 

Il. In dem Producte von zwei oder mehreren vertauschbaren Formen 
kommen alle die Variabeln nicht vor, welche in einem der Factoren fehlen. 

Eine Form heisst zerlegbar, wenn sie die Summe mehrerer Formen 
ist, von denen nicht zwei ein Variabelnpaar gemeinsam haben. Sind also 
A,+A;+A;+- die Theile der zerlegbaren Form A, und kommt das Va- 


*) Mit B. M. eitire ich die Monatsberichte der Berliner Academie. 
Journal für Mathematik Bd. LXXXIV. Heft 1. 3 
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riabelnpaar x,, y, in A, vor (d.h. fehlen diese Veränderliehen nicht beide 
in A,), so kommt weder x, noch y, in einer der Formen A,, A,, ... vor. 
Die Determinante einer zerlegbaren Form ist gleich dem Produete der 
Determinanten der einzelnen Theile. Die charakteristische Funetion einer 
zerlegbaren Form ist gleich dem Produete der charakteristischen Funetionen 
der einzelnen Theile. Ist A in die Theile A, +A,+-- und Bin B+B,-+--. 
zerlegbar, enthält 5, die nämlichen Variabelnpaare wie A,, B, die näm- 
lichen wie A,, u.8.w., so heisst B in derselben Weise zerlegbar wie A. 
Dabei ist nicht nothwendig, dass B, die sämmtlichen Variabelnpaare, welche 
in A, vorkommen, wirklich enthalte. 

Die Form E ist in jeder beliebigen Weise zerlegbar. Ist A zer- 
legbar, so ist die eonjugirte Form A’ in derselben Weise zerlegbar. Sind 
A und B in gleicher Weise zerlegbar, so ist auch A+B in derselben Weise 
zerlegbar. Sei A==&A, und B=>B,, wo die entsprechenden Theile 
(welche die nämlichen Variabelnpaare enthalten) mit demselben Index be- 
zeichnet sind. Dann ist, falls eg und o verschieden sind, A,B,=0, weil 
in B, alle Variabelnpaare fehlen, die in A, vorkommen. Mithin ist AB= =ZA,B. 
Da das Produet A,B, nur solche Variabelnpaare enthält, welche in A, und 
B, vorkommen, so folgt daraus: 

Ill. Sind mehrere Formen in gleicher Weise zerlegbar, so ist ihr 
Product in derselben Weise zerlegbar. 

Ist daher eine Form zerlegbar, so ist auch jede Potenz derselben 
in der nämlichen Weise zerlegbar. Ist die Determinante der Form von 
Null verschieden, so gilt dieser Satz auch für negative Potenzen. Denn 
dla die Determinante der zerlegbaren Form A=>A, gleich dem Produete 
er Determinanten der einzelnen Theile ist, so ist unter der gemachten Vor- 
aussetzung auch die Determinante von A, nieht Null. Wird die Form E 
auf dieselbe Weise wie A in IE, zerlegt, so giebt es folglich eine Form 
B,, welche der Gleichung A,B, = E, genügt, und dieselben Variabelnpaare 
enthält wie A, und E,. Daher ist, falls e und o verschieden sind, A, B, = 0 
und mithin 

ZA, =B,==&AB,==E =E. 
Ks ist also die Form FB, = A" in derselben Weise wie A zerlegbar. 

Sind zwei in derselben Weise zerlegbare Formen A==A, und 
B=ZB, vertauschbar, so ist 2A,B,==B,A, und daher A,B,=B,A,. 
Da ferner A,B,= B,A,=0 ist, so ist jeder Theil von A mit jedem Theile 
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von B vertauschbar. Ist ferner die Determinante von B von Null ver- 
schieden, so ist A auch mit B"’= FB; vertauschbar, wo unter BZ’ die- 
jenige Form Y, zu verstehen ist, welche der Gleichung A,Y, = E, (nicht E) 

A A ‘ A Re . . 
— = 2-2, wo das Zeichen —- diejenige Form X, 
B B, B, . f 


bezeichnet, welche die Gleichung A, = B,X, befriedigt. Da A"= 2.A7 ist. 
y > 0 


so ist auch Za,A4"’= 3 (3%a,A43). also, wenn g(r) eine ganze Funetion ist. 
@& 0 @ s u 


genügt. Mithin ist 


g(AA)==&g(A,. Ist h(A) eine andere ganze Function von nicht ver- 
schwindender Determinante, so ist auch A(A)= &h(A,) und daher 


Ä _ IA) _ IA) _ zer 
1) fA)=- Ma) nr 757 = If(A,). 


Ist also eine Form zerlegbar, so ist jede rationale Funetion derselben in 
der nämlichen Weise zerlegbar. 


$S.6. Aequivalenz. 

Eine Form B heisst einer Form A äquivalent, wenn zwei Formen 
P und O von nieht verschwindender Determinante bestimmt werden können. 
welche der Gleichung 

PAQ=B 

genügen, und welche ausserdem noch einer weiteren Beschränkung unter- 
worfen sein können. Dieselbe muss aber der Art sein, dass A mit B äqui- 
valent ist, wenn es DB mit A ist, und dass zwei Formen, die einer dritten 
äquivalent sind, es auch unter einander sind. (Mündliche Mittheilung des 
Herrn Kronecker). P und Q heissen die Substitutionen, durch welche A in 
B übergeht. Alle Formen, die einer bestimmten äquivalent sind, bilden 
eine Klasse von Formen. 

Jene Beschränkung kann z. B. darin bestehen, dass P gleich @-oder 
0’ oder 0" sein soll *), oder dass P und Q einen Parameter nicht ent- 
halten sollen, der in A und B vorkommt. Nachdem so der Begriff der 
Aequivalenz fixirt ist, heisst eine Form elementar oder irreductibel, wenn sie 
weder selbst zerlegbar, noch einer zerlegbaren äquivalent ist, reduetibel im 
entgegengesetzten Falle **) (Kronecker, B. M. 1874, S. 441). Aus dieser 





*) Ist P= 0’, so heissen die beiden Substitutionen cogredient, ist P= 0", so 
heissen sie contragredient. 

**) Man überzeugt sich leicht, dass es durch eine endliche Anzahl algebraischer 
Operationen möglich ist zu entscheiden, ob eine numerisch gegebene Form irreductibel 
ist oder nicht. Ohne diesen Nachweis würden die obigen allgemeinen Definitionen 
vage sein. 


3" 
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Definition folgt, dass jede Form einer solchen äquivalent ist, die in lauter 
elementare zerlegt werden kann, oder falls eine solche Form eine redueirte 
genannt wird, dass sich in jeder Klasse reducirte Formen befinden. Ich 
will nun kurz die Resultate zusammenstellen, welehe die Herren Weier- 
strass und Kronecker für einige besonders wichtige Arten der Aequivalenz 
erhalten haben (B. M. 1868 und 1874.). 

1) Ist r ein veränderlicher Parameter, der in den Formen A und B 
nicht vorkommt, so heisst die Gesammtheit der Formen rA—B eine Formen- 
schaar. Zwei Schaaren rA—B und rC—D heissen äquivalent, wenn zwei 
von r unabhängige Substitutionen ?, Q (von nicht verschwindender Deter- 
minante) so bestimmt werden können, dass 

P(rA-B)Q = rC-D, 
oder dass gleichzeitig 

PAQ=(C, PBQ=D 
ist. Giebt es vier von r unabhängige Formen K, L, M, N von nicht ver- 
schwindender Determinante, welche die Gleichung 

K(r A-—B)L = M(rC—-D)N 

befriedigen, so ist die Schaar rA—B der Schaar rC—D äquivalent und 
seht durch die Substitutionen 

P=M"K, Q=LN" 
in dieselbe über. 

Damit zwei Formenschaaren äquivalent sind, ist nothwendig, dass 
die Elementartheiler ihrer Determinanten übereinstimmen. Diese Bedingung 
ist auch hinreichend, falls jene Determinanten nicht identisch verschwinden. 
Ist aber in der Determinante von rA—B der höchste Grad nicht ver- 
schwindender Unterdeterminanten gleich m, so muss man je »—m unab- 
hängige Lösungen der Gleichungen (A—B)X=0 und Y(rA—B) = er- 
mitteln, deren Coefficienten ganze Funetionen möglichst niedrigen Grades 
von r sind. Wenn dann für zwei Formenschaaren ausser den Elementar- 
theilern noch diese Grade übereinstimmen, so sind sie äquivalent. 

Damit eine Formenschaar irreduetibel sei, ist nothwendig und hin- 
reichend, dass die ersten Unterdeterminanten ihrer Determinante für keinen 
Werth von r sämmtlieh verschwinden, und dass ihre Determinante entweder 
identisch oder nur für einen einzigen Werth von r Null ist. 

Wenn zwei Formenschaaren r A—B und rC—D äquivalent sind, und 
wenn entweder die Formen A, B, C, D alle symmetrisch oder alle alter- 
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nirend sind, oder wenn A und € symmetrisch, B und D alternirend sind, 
oder wenn A und B und ebenso € und D conjugirte Formen sind, so 
können die beiden Schaaren dureh cogrediente Substitutionen in einander 
transformirt werden. 

2) Zwei Formen A und B heissen ähnlich, wenn sie durch contra- 
grediente Substitutionen in einander transformirt werden können, wenn also 
eine Substitution P so bestimmt werden kann, dass 


P"AP=B 
ist. Z. B. sind CD und DC ähnliche Formen, falls die Determinante von 
C oder D nieht verschwindet, weil 
C(CD)\C = DC 
ist. Da 
P"EP=E 
ist, so Ist auch 


P’"(rE-A)P = rE-B. 


Damit also A und B ähnlich seien, ist nothwendig und hinreichend, dass 
die Schaaren rE—A und rE—B äquivalent sind, oder dass die KElementar- 
theiler der charakteristischen Funetionen von A und B übereinstimmen. 
Mithin sind z. B. zwei conjugirte Formen A und A’ stets einander ähnlich. 

Die Elementartheiler der charakteristischen Function einer zerlee- 
baren Form sind die Elementartheiler der charakteristischen Funetionen der 
einzelnen Theile zusammengenommen. 

Damit eine Form mit eontragredienten Variabeln irreduetibel sei, ist 
nothwendig und hinreichend, dass ihre charakteristische Determinante nur 
für einen Werth verschwindet, und dass ihre ersten Unterdeterminanten für 
denselben nieht sämmtlich Null sind. 

Wenn zwei symmetrische oder alternirende Formen ähnlich sind, so 
können sie durch orthogonale Substitutionen in einander transformirt werden. 

Es ist möglich, eine Form A zu bilden, deren charakteristische Fune- 
tion beliebig vorgeschriebene Elementartheiler hat, (r)=(r—a) (r—b) .... 
wo.a, b, ... endliche Zahlen sind, die nieht verschieden zu sein brauchen, 





und «+9 -+--*=n ist. Eine solche ist z. DB. 
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3) Zwei Formen A und B heissen congruent, wenn sie durch cogre- 
diente Substitutionen in einander transformirt werden können. wenn also eine 
Substitution P so bestimmt werden kann, dass 


PAP=B 
Nimmt man auf beiden Seiten dieser Gleichung die conjugirten 
Formen, so erhält man 


2 %* 
Ist ”) 


PAP=PB. 
Daher ist auch 
P’(rA—-A)P = rB-B'. 

Sind umgekehrt die Formenschaaren rA— A’ und rB—B’ äquivalent, so 
sind die Formen A und B congruent. Eine Form A mit cogredienten 
Variabeln ist stets und nur dann irreductibel, wenn die Determinante von rA-- A’ 
1) identisch oder 2) nur für r =1 oder 3) nur fürr=—1 oder 4) nur für zwei 
reeiproke Werthe, die nicht +1 sind, gleich Null ist, und in allen diesen Fällen 
ihre ersten Unterdeterminanten für keinen Werth von r sämmtlich verschwinden, 
oder wenn jene Determinante 5) nur für r=1 von der Ordnung 4x Null 
ist, während der grösste gemeinsame Divisor ihrer ersten Unterdeterminanten 
gleich (r—1)’* ist, oder 6) nur für r= —1 von der Ordnung 42+2 Null 
ist, während der grösste gemeinsame Divisor ihrer ersten Unterdeterminanten 
gleich (r+1)"*" ist, und wenn in diesen beiden Fällen ihre zweiten Unter- 
determinanten für keinen Werth von r sämmtlich verschwinden (B. M. 1874, 
S.440). Dabei ist zu bemerken, dass die Anzahl der Variabeln in den 
Fällen 1) und 2) stets ungerade, in den Fällen 3) und 4) aber gerade ist. 
Damit hängt der für das Folgende wichtige Satz zusammen (B.M. 1874, 
S. 441): 

I. Die Elementartheiler der Determinante der Schaar uA+vA' von 
der Gestalt (u+v)'*'' oder (u—v)” sind immer doppelt vorhanden. 

Es ist möglich, eine Schaar rA— A’ mit conjugirten Grundformen 
zu bilden, deren Determinante vorgeschriebene Elementartheiler hat, vor- 
ausgesetzt, dass dieselben paarweise von gleichem Grade sind und für reeci- 
proke Werthe verschwinden, mit Ausnahme derjenigen, die für r=1 von 
einer ungeraden oder für r=—1 von einer geraden Ordnung Null sind. 


*) Beschränkt man sich, wie in der Theorie der algebraischen Gleichungen, auf 


solche Substitutionen, die Versetzungen sind, oder allgemeiner auf orthogonale Sub- 
stitutionen, so fällt die Congruenz mit der Aehnlichkeit zusammen. 
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$. 7. Aehnlichkeit. 


Durch wiederholte Anwendung der Identitäten 
P"(AB)P=(P-"AP)(P"BP),, P"aA+bB)P=aP"AP+bP"BP, 


gelangt man zu dem Satze: 

I. Um eine ganze Function mehrerer Formen durch contragrediente 
Substitutionen zu transformiren, kann man jede einzelne Form für sich trans- 
formiren und dann die ganze Function bilden. 

Sind A und B vertauschbare Formen, so ist 


(P-'AP)(P-' BP) = P"(AB)P= P-(BA)P=(P-'BP){/P-'AP\, 


II. Wenn man zwei vertauschbare Formen durch die nämlichen contra- 
gredienten Substitutionen transformirt, so erhält man wieder zwei vertausch- 
bare Formen. 

Ist g9(A) eine ganze Function von A, so ist nach Satz 1. 

PraA)P = HA. 


Ist (A) eine ganze Function von A mit nicht verschwindender Determinante. 


und f(A) = a so ist (8.2, IL) 


P-'f{A)P= (P"'g(A)P)(P (h(A))-'P) = (P-'g(A)P)(P-'n/A)P)-" 
= s(P7APMP’AP) "= f(P’AP), 
also 
15: PPRAPu KPAP), 
Ist w(A)=0 eine Gleichung, der A genügt. und it B= P"AP eine 
der Form A ähnliche Form, so ist 
w(B)=P"'w(A)P=V0. 
Da auch umgekehrt aus w(B) =0 wieder w(A)=0 folgt, so ergiebt sich 
daraus, dass alle Formen derselben Klasse die nämlichen Gleichungen und 
speciell dieselbe Gleichung niedrigsten Grades befriedigen. Ist w(r) der 
(Quotient der charakteristischen Determinante g(r) der Form A durch den 
grössten gemeinsamen Divisor ihrer ersten Unterdeterminanten, so ist w(A) = U 
die Gleichung niedrigsten Grades, der A genügt. Ist A eine elementare 
Form, so ist nach $. 6, 2 
Y(r)=|rE-A = (r-a)“, 


und die ersten Unterdeterminanten von g(r) verschwinden nicht alle für 
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r=a. Mithin ist w(r)=Y(r), und es ist 
(A—aE)” = 0 
die Gleichung niedrigsten Grades, der A genügt. 

Ill. Damit eine Form mit contragredienten Variabeln irreductibel sei, 
ist nothwendig und hinreichend, dass die linke Seite der Gleichung niedrigsten 
Grades, der sie genügt, die n' Potenz einer linearen Function ist. 

Ist daher > 1, so verschwinden nach $. 3, VI. in der Determinante 
der Form (A—aE)‘ die ersten Unterdeterminanten, und daher ist diese Form 
keine elementare. 

Ist »n=1, so ist jede Form A und folglich auch jede rationale 
Function f(A) eine elementare Form. Sei nun »>1 und sei f(A) eine 
rationale Function der irreduetibeln Form A, also f(r) eine rationale Func- 
tion von r, deren Nenner für r=a nicht verschwindet ($. 3.). Dann ist 
($. 3, II.) die charakteristische Function der Form f(A) 

rE-f(A)| = (r-f@)‘ 
Sei ferner 

fir)—f(a) = (r-a)'g(r), 
wo die rationale Funetion g(r) für r=a weder Null noch unendlich wird. 
Die Zahl A ist grösser als Eins oder gleich Eins, je nachdem f’(a) ver- 
schwindet, oder nicht. Dann ist 

f(A)-f(aJE = (A-aE)g(A), 

wo die Determinante von g(A) gleich (g(a))”, also von Null verschieden 
ist. Daher ist ($. 1, V.) in der Determinante der Form f(A)—f(a)E der 
höchste Grad nicht verschwindender Unterdeterminanten ebenso gross, wie 
in der Determinante von (A—aE). In der charakteristischen Funetion von 
f(A) verschwinden folglich für r = f(a) die ersten Unterdeterminanten alle 
oder nieht alle, je nachdem k>1 oder k=1 ist. Im ersten Falle ist also 
f(A) reduetibel, im andern irreduetibel. 

IV. Damit eine rationale Function f(A) einer elementaren Form A 
irreduetibel sei, ist nothwendig und hinreichend, dass entweder n= 1 ist, oder 
wenn n>1 ist, f'(r) für die Wurzel der charakteristischen Gleichung von A 
nicht verschwindet. 

Ist jetzt A eine beliebige Form, so ist sie einer redueirten ähnlich, 
oder es kann eine Substitution P so bestimmt werden, dass 
P"AP = A, 
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ist, wo A,, AR, ... elementare Formen sind, von denen nicht zwei ein 
Variabelnpaar gemeinsam haben. Ist f(A) eine rationale Funetion von A, 
so ist folglich nach $. 5, (1.) 


P-f(A)P=f(P-"AP) = f(ZA,) = Zf(A,). 

Die Formen f(A,), f(A,), ... sind stets und nur dann elementar, 
wenn f'{r) für keinen Werth Null ist, für den ein mehrfacher Elementar- 
theiler der charakteristischen Funetion g (r) von A verschwindet. In diesem 
Falle ist also Zf(A,) eine reducirte Form von f(A). Aus der Beziehung 
zwischen den elementaren Formen, in welche die redueirte einer gegebenen 
Form zerlegbar ist, und den Elementartheilern, in welche die charakteristische 
Function derselben zerfällt, ergiebt sich daher der. Satz: 

V. Sind (r—a)“, (r—b)*, ... die Elementartheiler der charakteristischen 
Function von A, ist f(A) eine rationale Function von A, und ist f'(r) für 
keinen Werth Null, für welchen ein mehrfacher Elementartheiler verschwindet, 
so sind (r—f(a))‘, (r—f(b))", ... die Elementartheiler der charakteristischen 
Function von f|A.. 

Ist speciell die Determinante von A nicht Null, so sind (r—a®)“, (r—bF)/, ... 
die Elementartheiler der charakteristischen Function von A’, und 


(=), Ey, ii, 


die Elementartheiler derjenigen von A". Das letztere folgt auch daraus, 
dass wegen der Gleichung 
rE-A = — A(E-r A 

die Formenschaaren rE— A und E—r A äquivalent sind. 

Sei a eine Wurzel der charakteristischen Gleichung y{r)=0 der 
Form A, sei in der Determinante von aE—A der höchste Grad nicht ver- 
schwindender Unterdeterminanten gleich »— A, und sei 42 =0,1,... k—1) 
der Exponent der höchsten Potenz von r—a, die in allen Unterdeterminanten 
(n—z)ten Grades von p{r) enthalten ist. Dann ist | Weierstrass, B. M. 1868, 


S. 311 und 330) 


Be I, By? Re Pen >; > 0, 
und es sind 


Ve] 


r—a)"(r-a)"...(r—a)'" 
diejenigen Elementartheiler von g(r), die für r = a verschwinden. Ferner ist 
DER Sn, BER Be Tg 


Journal für Mathematik Bd. LXXXIV. Heft 1. 
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Sind daher (r—a)‘, (r—a)“, ... die Elementartheiler von p(r), die fürr=a 
verschwinden, in irgend einer Reihenfolge, und ist « die grösste der Zahlen 
, lyy ..., So ist a=/—/. Sei b eine von a verschiedene Wurzel der 
Gleiehung  (r)=0, und (r—5)” der Elementartheiler höchsten Grades, der 
für r=b verschwindet u. s. w. Dann ist w(r) = (r—a)(r—b)’... der 
(Juotient der Determinante yY(r) durch den grössten gemeinsamen Divisor 
ihrer ersten Unterdeterminanten, und folglich ist w(A)=0 die Gleichung 
niedrigsten Grades, der A genügt. 

VI. Bestimmt man für jede der verschiedenen Wurzeln der charak- 
teristischen Gleichung einer Form A den Elementartheiler höchsten Grades, der 
für dieselbe verschwindet, und bezeichnet man das Product dieser Elementar- 
theiler mit w(r), so ist w(A) = die Gleichung niedrigsten Grades, der 
A genügt. 

Beiläufig folgt daraus: 

VI. Ist f([A)=0 eine Gleichung, der A genügt, und f{r)=0 eine 
Gleichung ohne mehrfache Wurzeln, so hat die charakteristische Function von 
A lauter einfache Elementartheiler. 

Denn da f{r) durch w(r) theilbar ist, so kann auch die Gleichung 
w(r)=(0 keine mehrfachen Wurzeln haben. Die Zahlen «, ?, ... sind also 
alle gleich Eins, und daher sind die Exponenten aller Elementartheiler von 
yo(r) gleich Eins. Sei z. B. R eine orthogonale Form ($. 12.), also AR'=E. 
Ist R zugleich symmetrisch, so ist =R und daher R?=E. Daher sind 
die Elementartheiler von R alle einfach und verschwinden für r= +1. Ist 
dagegen R zugleich alternirend, so ist R'=—E und daher R=-—E. Daher 
sind die Elementartheiler von R alle einfach und verschwinden fürr = +i. Da 

rE—-R|=/rE—-R|=|rE+R|=(-1)-rE—R 
ist, so verschwinden ebenso viele Elementartheiler für r =i, wie für r = -i. 

VIII. Ist eine Form zugleich orthogonal und symmetrisch, so sind die 
Elementartheiler ihrer charakteristischen Funetion alle einfach, und verschwinden 
für die Werthe 1 und —1. 

IX. Ist eine Form zugleich orthogonal und alternirend, so sind die 
Elementartheiler ihrer charakteristischen Function alle einfach, und verschwinden 
sur Hälfte für den Werth i, zur Hälfte für —t. 

Sei w(A)=(0 die Gleichung niedrigsten Grades, der eine Form A 
senügt, und f(A) eine rationale Function von A. Nach den Sätzen V. und 
VI. ist dann die Gleichung niedrigsten Grades, der f(A) genügt, stets und 
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nur dann von einem niedrigeren Grade als w(A), wenn für einen Werth, 
für den ein mehrfacher Elementartheiler-von p(r) verschwindet, d.h. für eine 
mehrfache Wurzel der Gleichung (r) = 0, die Ableitung f’(r) von Null ver- 
schieden ist, und wenn f{r) nicht für zwei verschiedene Wurzeln der Glei- 
chung g(r)=0 (oder y(r)=0) gleiche Werthe hat. Damit ist der bereits 
in $. 3. ausgesprochene Satz V. bewiesen. 

Die Bedingungen, unter denen zwei Formen A und B ähnlich sind, 
unter denen also die Gleichung P"AP=B möglich ist, sind in 8.6, 2. 
auseinandergesetzt worden. Ich knüpfe daran noch einige Bemerkungen über 
die Möglichkeit der Gleichung AP=PB, falls die Determinante von P 
verschwindet. Damit zwei bilineare Formen dureh zwei Substitutionen in 
einander transformirt werden können, die weiter keiner Beschränkung unter- 
liegen, als dass ihre Determinanten nicht verschwinden, ist bekanntlich 
nothwendig und hinreichend, dass in den Determinanten der beiden Formen 
der höchste Grad nicht verschwindender Unterdeterminanten derselbe ist. 
Ist also m dieser Grad in der Determinante von P, und setzt man 

E,=2z,y, E=2zy, (u=1l,..m;v=m+l,...n), 


so können die Substitutionen U, Y von nicht verschwindender Determinante 
so bestimmt werden, dass 


UPV=E, 
ist. Nun folgt aber aus AP=PB die Gleichung 
(UAU")\(UPV\=(UPV)(V"BV), 
oder wenn man | 
UAU"=A,. V’"'BV=B, 
setzt, 
AE., = E,B. 
Da EE,=E,E,=0 und E=E, ist, so ergiebt sich daraus 
E,AE,=E, BE, EAE, =0, EB,E;, =0, 
oder wenn man 


E,AE,=4A,, E,B,E,=B 


00 b v0 


setzt, 
A=B. A=09, B=0. 
Offenbar bedeutet A,, den Theil von A,. welcher nur die Variabeln 
Tu; Y„ (u=1,...m) enthält, A, den, welcher nur z,,y, v=m+l,...n) 
| 4% 
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enthält u. s. w. Nun zerfällt eine Determinante, in der alle Elemente ver- 
schwinden, welche m Colonnen mit-a—m Zeilen gemeinsam haben, in das 
Product einer Determinante mie und einer (a—m)ter Grades. Da A,= 0 
ist, so ist folglich 

rE—-A, = 'rE,—-Au|\rE,— Ay|, 
also weil A und A, ähnlich sind, auch 

rE-A| = |rE,—A,|\rE,— A»! 


|? 

rE—B En rE,—B,, rE,—B;,. 
Da Au,= DB, ist, so haben folglich die charakteristischen Funetionen der 
Formen A und B einen gemeinsamen Theiler mte" Grades. 

X. Ist AP=PB, so kann in der Determinante von P .der höchste 
Grad nicht verschwindender Unterdeterminanten nicht grösser sein, als der 
(rad des grössten gemeinsamen Theilers der charakteristischen Functionen von 
A und B. 

Xl. Sind die charakteristischen Functionen von A und B theilerfremd, 
und ist AP=Pb, so ist P gleich Null. 

Auf die Bestimmung der Substitutionen, welche eine Form mit con- 
tragredienten Variabeln in sich selbst transformiren, oder was auf dasselbe 
hinauskommt, auf die Ermittelung der Formen, welche mit einer gegebenen 
vertauschbar sind, gehe ich hier nicht näher ein. Von den Ergebnissen, 
die ich darüber erhalten habe, führe ich nur die folgenden an: 

XII. Sind die Formen A und B vertauschbar, so können die Wurzeln 
ihrer charakteristischen Gleichungen einander so zugeordnet werden, dass jede 
Wurzel der charakteristischen Gleichung von AB das Product von zwei ent- 
sprechenden Wurzeln jener Gleichungen ist. 

XII. Wenn die ersten Unterdeterminanten der charakteristischen 
Determinante einer Form keinen Theiler gemeinsam haben, so sind die ganzen 
Functionen der Form die einzigen Formen, mit denen sie vertauschbar ist. 

XIV. Ist w(A)=0 die Gleichung niedrigsten Grades, der A genügt, 
sind die Wurzeln r,, ... r, der Gleichung w(r) = alle von einander ver- 


pP 
ve) 
er 


schieden, ist = w,(r), und sind C, (A=1,... p) willkürliche Formen, 
so stellt der Ausdruck 
Zyw;(A)C,w (A) 


alle Formen dar, welche mit A vertauschbar sind. 
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XV. Ist in der charakteristischen Determinante einer Form der grösste 
gemeinsame Theiler der Unterdeterminanten (n—x)'" Grades vom Grade n,, 
so ist 

n+2 (m +m-+*--) 
die Anzahl der linear unabhängigen Formen, die mit der Form vertauschbar sind. 

Für die Form E ist z.B. n,=n—z, und daher ist die obige An- 

zahl gleich 
n+2((n—1)+(n—2)+--+1) = m“. 


8.8. Transformation der bilinearen Formen in sich selbst. 

Sei A eine beliebige Form, und seien P, Q zwei Substitutionen, 
welche A in sich selbst transformiren, d. h. zwei Formen von nicht ver- 
schwindender Determinante, die der Gleichung 

1.) PAQO = A 
senügen. Transformiren auch P, und Q, die Form A in sich selbst, so ist 
(P,P)A(00,)=P,(PAQIO,=P,AQ,=A, 
und mithin sind auch P,P, 00, zwei Substitutionen derselben Art. Daher 
transformiren auch P’, 0” die Form A in sich selbst, auch wenn v eine 
negative Zahl ist, da 
Pr =PI(PABO TA 
ist. Aus der Gleichung PAY’ = A folgt 
PA=AQ”, (Za,P)A=A(2a0”), 
also, wenn g({r) eine ganze Funetion von r ist, 
gaPJ)A = Ag(Q".. 
Ist A(r) eine andere ganze Function, so ist ebenso 
h(P)A = Ah(Q0"). 
Aus diesen beiden Gleichungen folgt 
k(P)\g(P)A = h(P)Ag(Q""), 
g(P)kR(PJ)A = g(P)JAR(Q"), 
also, weil g(P) mit h/P) vertauschbar ist, 
g(PJAh(Q”) = hiP)Ag(Q), 


und daher, wenn die Determinanten von h(P) und A(Q") 


von Null ver- 
schieden sind, 





(k(P))\"'g(PJA = Ag(O")(k(Q')) ", 
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er‘ er) _ 
oder wenn man u” f(r) setzt, 
fPJA=AF(QT), FPJALFOT))"=A. 

Sind also die Determinanten von f(P) und f(Q”') von Null ver- 
schieden, so folgt aus dieser Gleichung der Satz: 

Il. Wenn die Form A durch die Substitutionen P, O in sich selbst 
übergeht, so wird sie auch durch die Substitutionen f(P), (f(QO"'))" in sich 
selbst transformirt. 

Ist also g(P”') irgend eine rationale Function von P, so ist 


f(PJA= AO"), Ag(Q) = g(P-)A 
und daher 
2.) fP)Ag(Q) = AfQT)g(Q) = F(P)g(PT)A. 
(Vgl. Rosanes, dieses Journal Bd. 80, 8.70.) 
Da f(P) mit P vertauschbar ist, so folgt aus (1.) 
P(f(P)Ag(Q))@ = f{P)(PAQ)g(Q)=F(P)Ag(Q). 
Il. Ist A eine Form, welche durch die Substitutionen P, 0 in sich 
selbst transformirt wird, so ist auch f(P)Ag({Q) eine solche Form. 


Sind U und V zwei Formen von nicht verschwindender Determinante, 
so folgt aus (1.) 


(UPU"\(UAV)(V"QON) = (UAV), 
oder wenn man 
UAVY=A, UPU”"=P, V'0V=®, 
setzt, 


P,A,®, = A. 


III. Wenn eine Form durch zwei Substitutionen in sich selbst über- 
geht, so wird jede äquivalente Form durch zwei ähnliche Substitutionen in 
sich selbst transformirt. 

Ich gehe nun dazu über, die gegenseitigen Beziehungen zweier Sub- 
stitutionen zu ermitteln, welche geeignet sind eine Form A in sich selbst 
zu transformiren, und nehme dabei zunächst an, dass die Determinante von 
A nieht Null ist. Dann folgt aus (1.) 


P= AQTAa". 














ER, En PET VERSNRRLTERREIER FAR 





ve 
Er 
N 
# 


- a ee. 


ee 


















Frobenius, über lineare Substitutionen und bilineare Formen. 31 


« 


IV. Damit zwei Substitutionen geeignet seien, eine Form von nicht 
verschwindender Determinante in sich selbst zu transformiren, ist nolhwendiy 
und hinreichend, dass die eine der reciproken der anderen ähnlich ist. 

Ferner folgt aus (1.) 


rE-P)AQ=rA4Q-PAQ=rAQ-A=A(rQ-E). 


Die Formenschaaren rE—P und rQ—E sind also äquivalent. Sind um- 
gekehrt diese Schaaren äquivalent, so lassen sich zwei Formen A und B 
von nicht verschwindender Determinante so bestimmen, dass 

A(r0-E)B = rE—-P 
oder 

AB=P, AOQOB=E 
ist. Daraus folgt 

PAQB=P(AOQOB)=P=(A)B, 
also weil die Determinante von B nicht Null ist, 
PAO = A. 


V. Damit die Substitutionen P, Q geeignet seien, eine Form von nicht 
verschwindender Determinante in sich selbst zu transformiren, ist nothwendig 
und hinreichend, dass die Formenschaaren rE—P und rO—E üägquivalent sind. 

Ist also die charakteristische Funetion von P, in Elementartheiler 
zerlegt, gleich 

rE-P| = (r—a) (r-b).. 
so ist 
rQ-E| = 0 (r-a) ir—b)f..., 


1 a es 
oder wenn man r durch — ersetzt und mit (—r)* multiplicirt, 


rE-Q = (r— _) (r- ) 


VI. Damit zwei Substitutionen geeignet seien, eine Form von nicht 
verschwindender Determinante in sich selbst zu transformiren, ist nothwendig 
und hinreichend, dass die Elementartheiler ihrer charakteristischen Functionen 
einander so zugeordnet werden können, dass die entsprechenden von gleichem 
Grade sind und für reciproke Werthe verschwinden. 

Ich betrachte nun Substitutionen P, Q, welche eine Form A in sich 


selbst transformiren. in deren Determinante der höchste Grad nicht ver- 
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schwindender Unterdeterminanten gleich m ist. Setzt man 
E,=2z,y,, BE=2z,y,, (u=1,...m;jv=m+l,...n) 
so ist 
E+E=E, E=E, EE=EE=!. 

Da A und E, äquivalent sind, so giebt es nach Satz III. zwei den Sub- 
stitutionen P, Q ähnliche Substitutionen P,. Q,. welche E, in sich selbst 
transformiren. Aus der Gleichung 

P,E, 0, an E, 
und den eben erwähnten Relationen folgt aber 
(E, P,Eı) (E, Q,E;) _- E., (E,P,Eı ) (E, QuE,) =), | 
falls oe und o nicht beide gleich Eins sind. Setzt man (Vgl. $.7, X.) 
E,P,E, on r-* E, Q,E, us; O, b) ; 








ar 


so ist also 
P\ Qı zu E,, Po —(. 
Da folglich das Produet aus den Determinanten der Formen P,, und 

Q,, der Variabeln z,, y, («=1,... m) gleich Eins ist, so verschwindet 
keine dieser beiden Determinanten. Daher folgt aus der Gleichung P,, 0. =0. 
dass Q,=0 ist, und aus P,, Q,,=0, dass P,,=0 ist.*) Mithin ist 

rE-P = |irE—-P, = rE,—PırE—P»|, 

rE—-Q =|rE-Q, = rE,— Qu rE:— Qn)!. 
Da P, und Q, reeiproke Formen der Variabeln =,, 
daraus ($. 3. III): 


ERBEN NEN ZUR CD OR SER 


y„ sind, so folgt 


VII. Damit zwei Substitutionen geeignet seien, eine Form in sich 
selbst zu transformiren, in deren Determinante der höchste Grad nicht ver- 
schwindender Unterdeterminanten gleich m ist, müssen ihre charakteristischen 





Gleichungen m reciproke Wurzeln haben. 

VIII. Wird eine Form durch zwei Substitutionen in sich selbst trans- 
formirt, so kann in ihrer Determinante der höchste Grad nicht verschwindender 
Unterdeterminanten nicht grösser sein, als die Anzahl der reciproken Wurzeln, 
welche die charakteristischen Gleichungen der beiden Substitutionen haben. 


® 


=) Denn die Gleichung P,,Q,, = 0 repräsentirt das Gleichungssystem | 
PurQv ++ DumImr = 0. 
Setzt man «—=41,... m, so folgt aus diesen m Gleichungen von nicht verschwindender 


Determinante, dass 


. div» + Im 
verschwinden (Vgl.$.2, I.). 
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IX. Wird eine Form durch zwei Substitutionen in sich selbst trans- 
formirt, deren charakteristische Gleichungen keine reciproken Wurzeln haben, so 
muss sie identisch verschwinden. 

Diese Sätze gelten auch für den Fall, dass in der Form A die An- 
zahl der Variabeln x, derjenigen der Variabeln y, nicht gleich ist, und 
setzen überhaupt keinerlei Entsprechen zwischen den mit demselben Index 
bezeichneten Variabeln z,, y. voraus. 


8.9. Transformation der bilinearen Formen mit eogredienten Variabeln in sich selbst. 
Sei A eine Form mit cogredienten Variabeln, P eine Substitution 
von nicht verschwindender Determinante, welche sie in sich selbst trans- 
formirt, also 
4). PFAP = 4 
Nimmt man auf beiden Seiten die eonjugirten Formen, so erhält man 
2) PAPA. 
Aus den in $. 8 entwickelten Sätzen ergiebt sich für diesen Fall: Ist 4 
eine Form, welche durch die Substitution P in sich selbst transformirt wird. 
so ist auch 
f(P') Ag(P)-+fı (P') A'g,(P) 
eine solche Form, wo f(r), g{r), ... rationale Funetionen sind. Wenn 
mehrere Substitutionen eine Form in sich selbst transformiren, so muss 
auch jede aus ihnen zusammengesetzte Substitution die Form in sich selbst 
transformiren. Da z.B. (-E)A(-E)=A ist, so muss, wenn P der Glei- 
chung (1.) genügt, auch —P dieselbe befriedigen. 
Ist ferner g(r) eine rationale Function, so ist ($. 8, I.) 


g(P))A(g(P))" = A. 
Ist nun 


Ä f(r) 
(r) = r- —, 
I / f(r"') / 
(PT = g(P). 
Da g(P’) die conjugirte Form von g(P) ist, so folgt daraus: 
l. Ist P eine Substitution, welche die Form A in sich selbst trans- 
formirt, so ist auch 


so ist 


«_ PM 
re 


eine solche Substitution. 
Journal für Mathematik Bd. LXXXIV. Heft 1. 
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« 


Ist @ eine Form von nieht verschwindender Determinante, so folgt 
aus (1.) die Gleichung 
(PET) AN(E PO) = WA. 
Setzt man | 
GAG = A, 
a" P@ = P,, 





so ist ($. 1, IV.) 


GPG-'= P,, 

und daher 
P, Ay Po. = Ay j 

II. Wenn eine Substitution eine Form in sich selbst transformirt,, so 
Iransformirt jede ähnliche Substitution eine congruente Form in sich selbst. ; 
Ist die Determinante von A nicht Null, so verschwindet auch die 

von A, nicht. Ist A symmetrisch oder alternirend, so ist es auch A,. 
Ist die Determinante von A nicht Null, so folgt aus der Glei- ; 


ehung (1.) 

P=AP"A", (rE—-P') AP = A(rP-E). 
Die Form P’ ist also der Form P' ähnlich, oder die Formenschaaren 
rE—P' und rP—E sind äquivalent. Nun sind aber (8.6) P’ und P ähnlich, 
weil die Elementartheiler ihrer eharakteristischen Funetionen übereinstimmen. 
Daraus ergiebt sich (Vgl. $. 8, Satz IV., V. VI): 

Ill. Damit eine Substitution P geeignet sei, eine Form von nicht ver- 
schiwindender Determinante in sich selbst zu transformiren, ist nothwendig und 
hinreichend, 

dass sie der reciproken Substitution ähnlich ist, 


oder 





dass die Formenschaaren rE—P und rP—E äquivalent sind, 
oder 

dass die Elementartheiler ihrer charakteristischen Function paarweise 
von gleichem Grade sind und für reciproke Werthe verschwinden, mit Aus- 
nahme derer, welche für den Werth 1 oder —1 Null sind, 


F 


oder 
dass ihre charakteristische Determinante und die grössten gemeinsamen 
Dieisoren der Unterdeterminanten gleichen Grades derselben reciproke Func- 


tionen sind. 
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Ist die Determinante von A nicht Null, so folgt aus (1.), dass das 
Quadrat der Determinante von P gleich Eins ist. Je nachdem diese De- 
terminante, die ich mit & bezeichne, den Werth +1 oder —1 hat, heisst die 


Transformation eine eigentliche oder eine wneigentliche. Das Product aller 
rn Wurzeln der Gleichung |/rE-P'=0 ist gleich e. Jeder von +1 ver- 


* * [3 1 * 
schiedenen Wurzel a entspricht eine Wurzel .. und das Produet von zwei 


solchen reeiproken Wurzeln ist gleich +1. Sind also p Wurzeln dieser 
Gleichung gleich +1 und g gleich —1, so ist das Product aller Wurzeln 
(3.) (—1)? Er 
und weil „—p—g gleich der Anzahl der Paare reeiproker Wurzeln, also 
gerade ist, so ist auch 
(4) (IV? =e 
Ist e=—1, so ist daher q ungerade, also wenigstens Eins. Ist e=—1 und 
» gerade, so ist p ungerade. 

IV. Ist P eine Substitution, welche eine Form von nicht verschwindender 
Determinante uneigentlich in sich selbst transformirt, so ist die Determinante 
von E+P, und falls n gerade ist, auch die von E—P gleich Null. 

Ist » ungerade, so ist, falls e=1 ist, p ungerade, und falls e= —1 
ist, g ungerade. Daher ist e eine Wurzel der charakteristischen Gleichung 
von P, oder die Determinante von E—eP ist gleich Null. 

Aus $.8, Satz VII. ergiebt sich ferner (Vgl. Rosanes, dieses Journal 
Bd. 80, 8. 64): 

V. Damit eine Substitution geeignet sei, eine Form in sich selbst zu 
transformiren, in deren Determinante der höchste Grad nicht verschwindender 
Unterdeterminanten gleich m ist, muss ihre charakteristische Function durch 
eine reciproke Function m’ Grades theilbar sein. 

Daran knüpfe ich noch die folgende Bemerkung, von der ich später 
Gebrauch machen werde. Sei A irgend eine Form, und P eine Substi- 
tution, welche sie in sich selbst transformirt, und welche in die beiden Theile 
P, und P, zerlegbar ist, deren erster nur die Variabeln z,, y. (u=1, ... m) 
und deren anderer nur z,, y, r=m+1, ... n) enthält. Setzt man 

E,= 22,49. EB:=Zz,y,, 
so ist dann 
P,=E,P=PE,=E,PE,=E,P,=P,E,. 


5* 
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Aus der Gleichung (1.) folgt daher 
E,AE,=E,(P'AP)E,=(E,P') A(PE,) = (P,E,) A(E,P,), 
oder wenn man E,AE, = A,, setzt, 
a 

Ich mache nun die weitere Annahme, dass keine Wurzel der ceharakte- 
ristischen Gleiehung von P, einer Wurzel derjenigen von P, reciprok ist. 
Da P, und P,, P; und P, die nämliche charakteristische Funetion haben, 
so folgt aus PRAA»P; = 0 nach $. 8, Satz IX., dass A»=0 ist, und aus 
P, AP, =0, dass A, = 0 ist. Mithin ist die Form A in A + Aa» zerlegbar. 

VI Wird eine Form durch eine zerlegbare Substitution in sich selbst 
transformirt, und haben die charakteristischen Functionen der beiden Theile 
dieser Substitution keine reciproken Wurzeln, so ist die Form in der nämlichen 
Weise zerlegbar, wie die Substitution. 

Wenn die Determinante von A nicht verschwindet, und man auf 
beiden Seiten der Gleichung (1.) die reciproken Formen nimmt, so erhält man 
P-"A"P"= A", also nach Gleichung (2.) (P"A"P'(PAP)=A"4, 
oder wenn man 

m) van! 
setzt, *) 


P"UP-U, UP=PU. 


VII. Damit eine Substitution geeignet sei, eine Form A von nicht 
verschwindender Determinante in sich selbst zu transformiren, muss sie mil 
AA vertauschbar sein. 

U selbst ist eine Substitution, welche A in sich selbst transformirt.“*) 
Denn es Ist 

DEI’, U= AA", 
UAU=A(ATAAT)A)=A. 


VIII. Eine Form A von nicht verschwindender Determinante wird 
durch die Substitution A 'A' eigentlich in sich selbst transformirt. 


*) Eine Substitution von der Gestalt + A-'"4' nennt Herr Rosanes (dieses Journal 
Bd. 80, 8. 61) antisymmeirisch. Da — U aus U und —E zusammengesetzt ist, so ist 
diese Substitution im folgenden nicht besonders betrachtet worden. 
**) Allgemeiner sind, wenn die Determinanten der Formen A und B nicht ver- 
schwinden, 
P=AB", kg 


zwei Substitutionen, welehe die Formenschaar A—rB in sich selbst transformiren. 
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$. 10. Transformation der symmetrischen und der alternirenden Formen in sich selbst. 


Sei A eine Form von nicht verschwindender Determinante, und sei 


A+A'=28, A-A'=3T, 
S+T=A S-T=A. 


Setzt man ferner 
1.) U=A"4=(S+TY"(S-T), 
so ist 
A(E+U)=28S, A(E-U)=2T, 
oder 
(2) (S+T)\(E+U)=28S, (S+T)\(E-U)=2T. 
Nach $. 9, Satz VII. ist nun 
UAU=A UAU=A. 

Daraus ergiebt sich durch Addition und Subtraetion: 

3.) USU=S UVUTUST. 


I. Ist S eine gegebene symmetrische Form und T eine beliebige alter- 
nirende Form, für welche die Determinante von S+T nicht Null ist, so ist 


U= (S+T)"(S—-T) 


eine Substitution, welche die Form S eigentlich in sich selbst transformirt, und 
wenn die Determinante von S nicht verschwindet, so ist auch die von E+ U 
nicht Null. 

Il. Ist T eine gegebene alternirende Form und S eine beliebige sym- 
metrische Form, für welche die Determinante von S-+T nicht Null ist, so ist 


U = (8+TY(8-7T) 


eine Substitution, welche die Form T eigentlich in sich selbst transformirt, und 
wenn die Determinante von T nicht verschwindet, so ist auch die von E— U 
nicht Null. 

Diese beiden Sätze lassen sich umkehren. *) 

Ill. Jede Substitution U, welche eine symmetrische Form S von nicht 
verschwindender Determinante in sich selbst transformirt, und für welche die 


*) Die Sätze I. und Ill. sind von Herrn Hermite entdeckt, dieses Journal, Bd. 47, 
S. 30%. Vgl. auch Cayley, dieses Journal, Bd. 50, S. 288 und Rosanes, dieses Journal, 
Bd. 80, S. 66. Betrefis des Satzes II. vgl. Kronecker, dieses Journal, Bd. 68, 8. 282. 
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Determinante von E-+U nicht Null ist, lässt sich, und zwar nur in einer Weise, 
auf die Gestalt 

U= (S+T)"(S—T) 
bringen, wo 
E—U 
4) F-ß EIV 
eine (endliche) alternirende Form ist. 

IV. Jede Substitution U, welche eine alternirende Form T von nicht 
verschwindender Determinante in sich selbst transformirt, und für welche die 
Determinante von E—U nicht Null ist, lässt sich, und zwar nur in einer Weise, 
auf die Gestalt 

U= (S+T)"(S—-T) 
bringen, wo 
n E+U 
5) S= TI7 
eine (endliche) symmetrische Form ist.*) 

Seien vorläufig S und T beliebige Formen, die nicht symmetrisch 
oder alternirend zu sein brauchen, sei die Determinante von S+T nicht 
Null, und sei U durch die Gleichung (1.) definirt. Daraus ergeben sich 
die Gleichungen (2.), und folglich kann, wenn die Determinante von S [T] 
nicht verschwindet, auch die von E+U [E-—U] nicht Null sein. Ferner 
folgt aus (1.) 

(S+TU=S-T, SU+TU=S-T, T+TU=S-SU, 


(6) T(E+U) = S(E-U). 


Daraus ergiebt sich, wenn die Determinante von S [T], also auch die von 
E+U [E—U] nieht verschwindet, die Gleichung (4.) [(.)]. 

Ich behaupte nun, dass der Ausdruck auf der rechten Seite der 
Gleichung (4.) stets eine alternirende Form ist, wenn S eine symmetrische 
Form und U eine Substitution ist, welche S in sich selbst transformirt, 
wenn also 


USU=S 


*) Das Wort eigentlich, das in den Sätzen I. und II. vorkommt, fehlt in III. und IV. 
Vgl. $. 9, Satz IV. Eine alternirende Form von nicht verschwindender Determinante 
lässt nur eigentliche Substitutionen in sich selbst zu, weil die Quadratwurzel aus der 
Determinante der Form eine rationale schiefe Invariante derselben ist. 
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ist. Denn jener Ausdruck hat nur eine Bedeutung, wenn die Determinante 
von E+U nicht verschwindet. Dann sind aber die Formen T und 


T, = (E+U'))T(E+UÜ) 
congruent. Nun ergiebt sich aber aus (4.) die Gleichung (6.) und daraus 
T,= (E+UN)S(E-U)=S+U'S-SU-U'SU=U'S-SU. 


Die conjugirte Form des letzten Ausdrucks ist SU—U'’S. Folglich ist T, 
alternirend, und mithin ist es auch die eongruente Form T. 

In derselben Weise ergiebt sich der Beweis des Satzes IV. aus den 
Gleichungen 


S,=(E-U’)S(E-U)=(E-UNTE+U)J=TU-U'TT. 


Bevor ich die Gleichungen (1.), (4.) und (5.) genauer diseutire, will 
ich sie dazu benutzen, den Charakter der Substitutionen zu ermitteln, welche 
geeignet sind, symmetrische [alternirende] Formen von nieht verschwindender 
Determinante in sich selbst zu transformiren. Wenn die Substitution P den 
Bedingungen des Satzes III., $.9 genügt, so giebt es eine Form A von 
nieht versehwindender Determinante, welche die Gleichung 

Para A 
befriedigt, also auch die Gleichungen 

PAP=A, P(A+A)P=A+A\, P(A-A)\P=A-A. 

Unter der gemachten Voraussetzung giebt es also auch eine symmetrische 
und eine alternirende Form, welche dureh die Substitution ? in sich selbst 
übergehen. Es kann aber die Determinante derselben verschwinden, es 
kann sogar eine der beiden Formen Null sein. Es fragt sich also, welches 
der Charakter einer Substitution ist, die eine symmetrische oder alternirende 
Form von nicht verschwindender Determinante in sich selbst transformirt. 
(Vgl. Rosanes, dieses Journal, Bd. SO, 8. 62.) 

Ich mache zunächst die specielle Annahme, dass die charakteristische 
Funetion von P nur für einen Werth ‘’r=e verschwindet, dessen Quadrat 
gleich Eins ist. Die Determinante der Form eE+P ist demnach von Null 


verschieden. Ist nun S [T] eine symmetrische [alternirende] Form von nicht 





verschwindender Determinante, welehe dureh die Substitution P in sieh selbst 
transformirt wird, so ist U=eP [—eP] eine Substitution, welehe S [T) in 
sich selbst verwandelt, und für welche die Determinante von E+U[|E—U! 











40 Frobenius, über lineare Substitutionen und bilineare Formen. 


nicht verschwindet. Folglich ist *) 
U=(S+T"(S-T), 
oder wenn man S+T=A setzt. 
PP A"R, [-:P= AAN, 
A(rE-P)=rA-eA', [ArE—-P)=rA+:4. 
In der Determinante der Schaar rA—eA', [r A+e A’] mit conjugirten Grund- 
formen sind aber nach 8. 6, I. die Elementartheiler von der Gestalt (r— e)”, 
I(r—e)'”*"] stets paarweise vorhanden. Dies ist daher auch bei der äqui- 
valenten Schaar rE—P der Fall. 

Nunmehr betrachte ich irgend eine Substitution P, welche eine sym- 
metrische Form in sich selbst transformirt. [Für alternirende Formen ist der 
Beweis derselbe.] Die charakteristische Function von P sei y(r)=gı(r).Y;(r), 
wo g,(r) das Produet aller Elementartheiler ist, die für r=& verschwinden. 
fp,(r) verschwindet also nicht für r=e, kann aber für r=-—e Null sein. 
Sei m der Grad von y, (r), sei P, eine Form der Variabeln z,, y„(u =1,...m), 
deren charakteristische Funetion gleich , (r) ist (und zwar in den Elementar- 
theilern gleich), und sei P, eine Form der Variabeln z,,y, v=m+1,...n), 
deren charakteristische Funetion gleich g,(r) ist. Dann ist die charakte- 
ristische Funetion von P,=P,+P; nach $.5 gleich 4 (r), und folglich sind 
die Formen P und P, ähnlich. Existirt also eine symmetrische Form S 
von nicht verschwindender Determinante, ‘welehe durch P in sich selbst 
transformirt wird, so giebt es nach $. 9, II. auch eine eongruente Form $,. 
welche dureh die Substitution P, in sich selbst übergeht. Nun ist aber P, 
zerlegbar, und die charakteristische Funetion des einen Theils verschwindet 


n . . . 1 r y 
nur für r=e, die des anderen aber nicht für r = ae). Nach $.9, VI. 


ist daher S, in derselben Weise wie P, in $,+S, zerlegbar. Die Deter- 


“) Will man diesen Satz nicht benutzen, so kann man den Beweis auch so führen: 
Sind (r— &)"(r— &)’... die Elementartheiler der charakteristischen Function von P, so 


sind (r— ey (r— EP... = (r—1)"(r—1)P... die Elementartheiler derjenigen von P? 
($. 7, Satz V.). Nun ist aber 
PSP=S, PP =T,, 


und daher 
P'SrE—-P)=rP'S—-SP. [P'T(rE—-P’P)=rP'T—TP.. 

Die eonjugirte Form von B= P'S |P'T| ist B=SP!/—TP]. Folglich ist die Schaar 

rE— P* der Schaar rB— B'!rB+ n mit conjugirten Grundformen Äquivalent. Unter 

len Exponenten «, 9, ... müssen daher nach S. 6, I. die geraden [ungeraden] stets 

paarweise vorhanden sein. 
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minante von S, ist mithin das Produet der Determinanten von S, und S$.. 
Da die erstere nicht Null ist, so können also auch die letzteren nicht ver- 
schwinden. Weil ferner S, symmetrisch ist, so sind es auch $, und $.. 
Endlich zerlegt sich die Gleichung P\S,P,= S, in zwei, deren eine P\S,P,=S, 
ist. Die symmetrische Form $S, von nicht verschwindender Determinante 
wird also durch die Substitution P, in sich selbst transformirt, deren cha- 
rakteristische Function nur für r=e verschwindet. Daher müssen unter 
den Exponenten der Elementartheiler dieser Function die geraden stets paar- 
weise vorhanden sein. | 

Ich behaupte nun, dass die gefundenen Bedingungen, zusammen mit 
denen des Satzes IIL, $. 9, auch hinreichend sind, dass also der Satz gilt: 

V. Damit eine Substitution geeignet sei, eine symmetrische |alternirende] 
Form von nicht verschwindender Determinante in sich selbst zu transformiren, 
istnothwendig und hinreichend, dass die Elementartheiler ihrer charakteristischen 
Function paarweise von gleichem Grade sind und für reciproke Werthe ver- 
schwinden, mit Ausnahme derer, welche für den Werth +1 oder —1 ver- 
schwinden und einen ungeraden [geraden] Exponenten haben. 

Beim Beweise beschränke ich mich wieder auf die symmetrischen 
Formen. Die charakteristische Function von P sei g(r)=g,(r)y;(r). wo 
p,(r) das Produet aller Elementartheiler ist, die für r=—1 verschwinden. 
Unter den gemachten Voraussetzungen giebt es dann nach $. 6, 3 eine Formen- 
schaar r A,+ A, der Variabeln z,, y„(u=1,...m), deren Determinante gleich 
der Funetion mter Grades y,(r) ist (auch in den Elementartheilern gleich , 





und eine Formenschaar r A,— A; der Variabeln z,, y, v =m+1,... »), deren 
Determinante gleich g,(r) ist. Da die Determinante von rA,+A, nur für 
r=-—] verschwindet, so ist die von A,+A,=S$, nieht Null, *) und ebenso 
die Determinante von A,+ A, = S,, mithin auch die von S,+S,= $,. Setzt 
man ferner 

-Ar'A=P, ArA=P.,, 
so ist | 

AA(rE,—-P,)=rA,+A, A(rE,—P;) =rA,— A. 

Daher ist die charakteristische Function von P, gleich g,(r) und die von 
P, gleich g;(r), also die von P,+P;=P, gleich y(r). Nun ist nach 
$.9, VI. 

Par, =B. PSP,=8,, 





*) Ist m = 0, so erfährt der obige Beweis eine leicht anzubringende Modification. 
Journal für Mathematik Bd. LXXXIV. Heft 1. Ö 
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mithin nach $.5, III 


PS Pı = IS 
Es giebt demnach eine symmetrische Form $, von nicht verschwindender 
Determinante, welche durch die Substitution P, in sich selbst übergeht. 
Nach 8.9, II. wird folglich auch dureh die Substitution ?, welche P, ähnlich 
ist, eine der Form $, eongruente Form S, also eine symmetrische Form 
von nicht verschwindender Determinante, in sich selbst transformirt. 

Ich habe in diesem und dem vorigen Paragraphen die Eigenschaften 
entwickelt, welche die Elementartheiler der Determinante von r E— P haben. 
wenn P eine Substitution ist, die eine bilineare Form, speciell eine solche 
von nicht verschwindender Determinante und noch specieller eine sym- 
metrische oder alternirende in sich selbst transformirt. Alle diese Eigen- 
schaften haben auch die Elementartheiler der Determinante von rQ—P, 
wenn P und O zwei Substitutionen sind, welehe die nämliehe Form in sich 
selbst verwandeln. Dann ist nämlich auch PQ”' eine solche Substitution, 
mithin haben die Elementartheiler der Determinante der Schaar 


rE-PQ" = (rg- PO" 


die betreffenden Eigenschaften, also auch die der Determinante der äquiva- 
lenten Schaar rO—P. 


$. 11. Untersuchung der Grenzfälle. 

Dass die Substitution U die gegebene symmetrische Form S von 
nicht verschwindender Determinante in sich selbst überführt, wird durch 
ein System von 4r/n+1) Gleichungen ausgedrückt, welche in Bezug auf 
die »’ Coeffieienten a,; der Form U vom zweiten Grade sind, und welche 
in die Formel 

(1.) ’SU=S 
zusammengefasst sind. Die Lösungen dieser Gleichungen sind durch die 
Formel 
(2) U= (S+T)"($S-T) 

segeben, welche die Unbekannten «,, als rationale Funetionen von 4r(n—1) 
Parametern f,,;, den Coeffieienten der willkürlichen Form T, darstellt. Diese 
Parameter sind nur der Beschränkung unterworfen, endliche Werthe zu 
haben, und die Determinante von S+T, den gemeinsamen Nenner jener 
rationalen Funetionen, nicht zu annulliren; und die Formel (2.) stellt nur 
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endliche Lösungen des Gleichungssystems (1.) dar, für welche die Deter- 
minante von E+U nicht verschwindet. Um eine tiefere Einsicht in das 
Wesen der Beziehungen zu gewinnen, welche zwischen den (dureh Glei- 
chung (1.)) beschränkt veränderlichen Grössen «,, und den (nahezu) un- 
beschränkt veränderlichen Grössen #,; bestehen, ist es nothwendig die 
Natur der eben erwähnten Bedingungen genauer zu erwägen. 

Die quadratischen Gleichungen (1.) werden identisch erfüllt, wenn 
für die Grössen «,, ihre Werthe aus Formel (2.) eingesetzt werden. Daher 
müssen sie, als algebraische Gleichungen, auch bestehen bleiben, wenn die 
Grössen #,, sich einem der ausgeschlossenen Werthsysteme nähern. Die 
unabhängigen Variabeln £,, und die abhängigen Variabeln #,; sind dureh 
die Gleichung (2.) oder durch die Gleichung 

(3) (S+T)(E+U) = 28 

mit einander verbunden. So lange daher die Grössen t,, und a,, endliche 
Werthe haben, ist das Produet der Determinanten von S+T und E+U 
nicht Null. Man lasse nun die Veränderlichen #,, sich einer Stelle nähern 
(d.h. man setze für die Grössen #,, rationale Funetionen einer Variabeln 
und lasse diese gegen einen Werth convergiren), wo die Determinante von 
S-+-T verschwindet. Dann kann die Gleichung (3.) nur bestehen bleiben, 
wenn die Üoefficienten von U nicht alle endlich bleiben. Auf diese Weise 
erhält man also aus der Formel (2.) die unendlichen Lösungen des Glei- 
chungssystems (1... Man lege ferner in (2.) den Variabeln £,, unendlich 
grosse Werthe bei (d.h. man setze für die Grössen £,, rationale Functionen 
eines Parameters h und lasse diesen sich einem Werthe nähern, für welchen 
einige dieser Funetionen oder alle unendlich werden). Dann muss man 
Substitutionen U erhalten, welche S in sich selbst transformiren, und welche. 
falls sie endlich sind, die Determinante von E+ U annulliren. Denn wäre 
dieselbe nicht Null, so würden zufolge der Formel (3.) (oder der Formel 
(4.), $. 10) die Coefficienten von T alle endlich sein. Allein es wird dureh 
diese Ueberlegungen nicht entschieden, ob die Formel (2.), wenn man den 
Coeffieienten £,, unendlich grosse Werthe ertheilt, alle Substitutionen U dar- 
stellt, welche S in sich selbst transformiren, und für welche die Determinante 
von E+U verschwindet. Diese schwierige Frage wird dureh folgenden 
Satz beantwortet: 

I. Jede Substitution U, welche eine symmetrische Form S von nicht 
verschwindender Determinante eigentlich in sich selbst transformirt, und für 


6* 
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welche die Determinante von E-+U verschwindet, lässt sich auf die Gestalt 
U= lim(S+T,)"(S-T,), (h=V0) 


bringen, wo T', eine alternirende Form ist, deren Coefficienten rationale Func- 
tionen von h sind. 

Il. Jede Substitution U, welche eine alternirende Form T von nicht 
verschwindender Determinante in sich selbst transformirt, und für welche die 
Determinante von E—U verschwindet, lässt sich auf die Gestalt 

U = lim(S, + T) "(S,—T), (h=0) 
bringen, wo S, eine symmetrische Form ist, deren Coefficienten rationale Func- 
ttonen von h sind. 

Beim Beweise des ersten Satzes betrachte ich zunächst den speciellen 
Fall, wo die Determinante von E—U nicht verschwindet. Dann ist (Vgl. 
den Beweis des Satzes III, $. 10) 


E+U 


ee 
Es r® 


4) 7 


eine alternirende Form, wie die Gleichungen 
(E-U”N)STS(E-U)=(E-U'")S(E+U)J=SU-U'S 

zeigen. In der Gleichung (4.), $. 9 

-Nr=e=/U)=+1 
ist ferner die Anzahl p der Wurzeln +1 der charakteristischen Gleichung 
von U gleich Null, und daher » gerade. Mithin ist es möglich eine alter- 
nirende Form H der » Variabelnpaare x,, y. zu bilden, deren Determinante 
nicht verschwindet. Daher ist die Determinante der alternirenden Form 
T+2hH eine sanze Function des Parameters A, die nicht identisch ver- 
schwindet, weil sie für hinreichend grosse Werthe von Ah nicht Null ist. 
Folglich ist auch 

5.) T, = (T+2hH)" 


eine alternirende Form. Nun ist aber 


E+U | gıoRHSs 


(T+2kH)\(S+T)= TS+2hHS+E= ET 


= 4 +2hHs —= 2(E—-U)"(E+h(E-U)HS), 
und daher 


(S+ T,)"(T+2hH)-" = I(E+h(E- U)HS)"(E— U). 
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Ferner ist 


(T+2AH)(S-T,) = TS+2AHS-E= 4 —E+2hHS 
= r+2hHS = 2(E-U)"(U+h(E-U)HS). 


Durch Zusammensetzung beider Gleichungen ergiebt sich 
(6) (S+T,)"(S-T,)= (E+h(E- U)HS)"(U+h(E—-U)HS),. 


Die rechte Seite dieser- Formel wird für keinen Werth von A illusorisch, 
der unter einer gewissen Grenze liegt, weil die Determinante der negativen 
Potenz, die in ihr vorkommt, für A=0 gleich Eins wird. Lässt man nun 
h sich der Grenze Null nähern, so erhält man 


lim (S+T,)(S-T,) = U. 


Ich bemerke noch, dass sich T, auf die Gestalt 


(7) T, = S(E+U+2%(E-U)HS)-(E— UV) 


bringen lässt, wo die Variation der Formel (4.), $. 10 in Evidenz tritt. 

Ich gehe nun zu dem allgemeineren Falle über, wo die charakte- 
ristische Funetion g(r) von U sowohl für r=1, als auch für r=—1 ver- 
schwindet. Nach Gleichung (3.), $- 9 


(1 =:=Ul=+1 


verschwindet g(r) für r= —1 von einer geraden Ordnung g, die ich hier 
mit m bezeichnen will. Sei g(r)=g,(r)y,(r), wo y, r) das Produet der 
Elementartheiler von gY(r) ist, die für r=—1 verschwinden. >ei U, eine 
Form der Variabeln z,, y, («=1,... m), deren charakteristische Funetion 
(in den Elementartheilern) gleich y,(r) ist, und U, eine Form der Variabeln 
z,, y, v=m+l, ... n), deren charakteristische Function gleich g; (r) ist. 
Dann ist (vgl. den Beweis des Satzes V., $. 10.) U,= U,+U, der Form U 
ähnlich. Ist 

GU0" = U, 
so ist die Form 

G"'S0"'=S$, 


in der nämlichen Weise wie U, in S,+S, zerlegbar und die Gleichung 


U, S, U, == S, 
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zerfällt in die beiden Gleichungen 

USU=S, USU,=S.. 
Da Y,(r) nur für r= —1 verschwindet, so ist die Determinante von E,—U, 
nicht Null, und da m eine gerade Zahl ist, so lässt sich eine alternirende 


Form H, der m Variabelnpaare z,, y. bilden, deren Determinante nicht 
verschwindet. Nun sind 


8) n=-atls- 


u 
alternirende Formen, und folglich ist auch 
9) T,= @((T,+2hH,)"+T,)G 
eine alternirende Form. Ferner ist 
(S+T) = @(S+T,+2hH,)"+S,+T,), 
(S-T,) = @(S,—(T, +2) H)"+8,—T;)@G 
und mithin ($.5, III.) 


ic E, us U, 
u 


(S+T,)"(S-T,) 
= G@"[(S,+(T, +2 H,)")"(S,—(T,+2hH,)")+(S+T)"(8&—T;)]@, 
also 
lim(S+T)"(S-T)=@"(U+U)G@=U. 
Nach Herrn Kronecker heisst ein System algebraischer Gleichungen, 


dessen Lösungen eine kfach ausgedehnte Mannigfaltigkeit bilden, örredue- 
tibel, wenn jedes andere Gleichungssystem, das mit ihm eine kfach ausge- 


lehnte Mannigfaltigkeit von Lösungen gemeinsam hat, durch alle seine ; 
Lösungen befriedigt wird. Daher kann das erhaltene Resultat auch so aus- 1 


gesprochen werden: 

Ill. Das System der 4n(n+1) Gleichungen, dem die n' Üoef- 
fieienten einer Substitution genügen, welche eine gegebene symmetrische 
Form von nicht verschwindender Determinante in sich selbst transformirt, 
wird irreductibel, wenn ihm der Werth +1 der Substitutionsdeterminante 
adjungirt wird. 

Sei, um diese Theorie an einem Beispiel zu erläutern, U eine eigent- 
liche Substitution, deren charakteristische Funetion g(r) nur fürr=-+1 und 
—1 verschwindet, und nur einfache Elementartheiler hat. Dann kann man 
U,=-E,. U;,=E, wählen. und daher ist nach Formel (8) T,=0 und 
T,=0, also T, = @'(2h H)"'@G, oder wenn man die von h unabhängige 
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alternirende Form }@'H,'@ mit T bezeichnet, T,=k"T. Mithin ist 
U=lim(S+1'T)"(S-ı"N"'=1lim(kS+T) '(hS--T). 


Umgekehrt stellt dieser Ausdruck, falls T irgend eine alter- 
nirende Form bedeutet, für welche seine Coeffieienten endlich sind, 
stets eine Substitution U der angegebenen Art dar. Ist die Determinante 
von T nicht Null, also » gerade, so st U=T"'(-T)=-E. Ver- 
schwindet aber die Determinante von T, so sei, nach aufsteigenden Potenzen 
von h entwickelt, 

(10) (hS+TN" = Ah-+Bht'+.. 


wo A nicht Null und «1 ist. Dann ist 


11) E=(Ab“4+ BR +. )(T+hS) = ATR+(AS+BT)ht' +... 
(BS+T)'(hS-T) = -ATh=+(AS-BThH" +... 


Damit sich der letztere Ausdruck für A = (0 einer endlichen Grenze 
nähert, müssen die Üoefficienten der negativen Potenzen von h ver- 
schwinden. Wäre also «>1, so müsste AS-BT= 0 und infolge 
von (11.) auch AS+BT=0 sein. Es würde also AS, und weil die De- 
terminante von S nicht verschwindet, auch A Null sein. Mithin ist «=1 und 
folglich nach (11.) 
(12) AS+BT=E, 
also 
U=1lim(hS+Ty"(hS-T)= AS-BT=2AS-E. 
Aus der Entwickelung (10.) folgt 
E=(T+hS)\(Ah'+-.-)=TAh’t+.-- 


Daher ist TA=0. Nun ist aber nach (12.) 
(AS+BTA = A 
und demnach 
ASA = A. 
Folglich ist 
U’= (2AS-E)” =4(AS”—4AS+E=4(ASA-A)S+E=E. 


Aus der Gleichung U’=E folgt aber nach S. 7, VII., dass die Elementar- 
theiler der charakteristischen Funetion von U sämmtlich einfach sind und 
für r=1 oder —1 verschwinden. 
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Wenn man Tin der Gleichung (2.) durch AT ersetzt, so geht sie in 
(13) U= (hS+TN'(khS—-T) 

über und stellt die Coefficienten von U als homogene Functionen von 
n'n—1)+1 Grössen £,; und A dar. Legt man diesen Variabeln alle 
möglichen endlichen Werthe bei, so erhält man also auch noch nicht alle 
eigentlichen Substitutionen U, welche S in sich selbst transformiren, sondern 
von den endlichen Substitutionen nur solche, deren charakteristische Func- 
tion entweder nicht für r= —1 verschwindet, oder nur einfache für r= —1 
und +1 verschwindende Elementartheiler hat. 

Nur bei ternären Formen stellt der Ausdruck (13.) bei endlichen 
Werthen von A, £a, &, &, alle eigentlichen Substitutionen U dar*). Denn 
falls die charakteristische Function y(r) von U für r=-—1l Null ist, ver- 
schwindet sie von einer geraden, also von der zweiten Ordnung, und da 
das Produet der drei Wurzeln der Gleichung p(r)=0 gleich Eins ist, so 
ist die dritte Wurzel gleich Eins. Der Doppelwurzel —1 kann nicht ein 
Elementartheiler zweiten Grades entsprechen, weil nach $.10, V. die für 
r=—1 verschwindenden Elementartheiler paaren Grades doppelt vorhanden 
sein müssen. 

$. 12. Orthogonale Formen. 

Eine Form, die ihrer conjugirten reeiprok ist, heisst eine orthogonale 
Form. Da jede Form mit ihrer reciproken vertauschbar ist, so ist eine 
orthogonale Form AR mit ihrer eonjugirten 

22 5 
vertauschbar und genügt den Gleichungen 

RR=RR=E, RER=E. 

Da mithin die orthogonalen Substitutionen die symmetrische Form E in sich 
selbst transformiren, so ergiebt sich aus $. 9 und 10: Das Product mehrerer 
orthogonalen Formen ist wieder eine orthogonale Form. Ist R eine ortho- 
eonale Form und f(R) eine rationale Funetion von R mit nicht verschwindender 
KR) 
f(R) 
tartheiler der charakteristischen Funetion einer orthogonalen Form sind paar- 
weise von gleichem Grade und für reeiproke Werthe Null, mit Ausnahme 


Determinante, so ist auch R’- eine orthogonale Form. Die Elemen- 





*) Bachmann, dieses Journal, Bd. 76, 5.333; Hermite, dieses Journal, Bd. 75, 3. 328. 
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derjenigen, welche für den Werth +1 oder —1 verschwinden und einen 
ungeraden Exponenten haben. Die Elementartheiler von der Form (r—1)” 
oder (r+1)'* sind also stets paarweise vorhanden. Ist umgekehrt y(r) ein 
Product von Elementartheilern von der angegebenen Beschaffenheit, so giebt 


es eine orthogonale Form, deren charakteristische Funetion in die nämlichen 
Elementartheiler wie „(r) zerfällt. Denn ist P irgend eine Form, deren 
charakteristische Funetion gleich y(r) ist, so giebt es nach $. 10, V. eine 
symmetrische Form S von nicht verschwindender Determinante, welche durch 
die Substitution P in sich selbst transformirt wird. Die Form $ ist aber 
der Form E congruent (nach dem Satze, dass jede quadratische Form von 
nieht verschwindender Determinante als eine Summe von » Quadraten un- 
abhängiger Linearformen dargestellt werden kann). Nach $.9, II. giebt es 
daher eine der Substitution ? ähnliche Substitution R, welche E in sich 
selbst transformirt, und da R und P ähnlich sind, so stimmen ihre charak- 
teristischen Functionen in ihren Elementartheilern überein. 

I. Ist A eine Form von nicht verschwindender Determinante, die mit 
ihrer conjugirten Form vertauschbar ist, so ist 
R= 

A 

eine eigentliche orthogonale Form. 


Denn die conjugirte Form von R ist R=- ar und daher ist RR'=E. 
L 
II. Ist eine symmetrische Form S mit einer alternirenden T vertausch- 


bar, und ist die Determinante von S+T nicht gleich Null, so ist 


s—-T 
R — an 
N) + T 


eine eigentliche orthogonale Form. 

Denn zerfällt man die Form A des Satzes I. inS+T, so ist A=S-T, 
und die Formen A und A’ sind vertauschbar, oder nicht, je nachdem es S 
und T sind. 

Ill. Ist T eine alternirende Form und f(T) eine rationale Function 
von T mit nicht verschwindender Determinante, so ist 

ft) 

eine eigentliche orthogonale Form. 

Denn die conjugirte Form von A=f(T) ist A=f(—-T), und diese 
beiden Formen sind mit einander vertauschbar ($. 3, 1.). 
Journal für Mathematik Bd. LXXXIV. Heft 1. 
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IV. Ist T eine alternirende Form, und ist die Determinante von E+T 
nicht gleich Null, so ist 


Mr 

E+T 

eine eigentliche orthogonale Form, für welche die Determinante von E+R nicht 
verschwindet. 


1) R= 


Dieser Satz des Herrn Cayley ergiebt sich aus IL, weil E eine sym- 
metrische Form ist, die mit jeder beliebigen Form vertauschbar ist, oder 
aus III, indem man f(r)=1+r setzt. Er ist besonders merkwürdig, weil 
er sich umkehren lässt. (Vgl. $.10, IIL). Denn aus Gleichung (1.) folgt 

R(E+T) = E-T, 
(2)  (E+R)\E+T) = 2E. 

Daher ist die Determinante der Form E+R von Null verschieden. Ferner ist 

R+RT = E-T, 

T+RT = E—R, 

(E+R)T = E—R, 

| E—R 

a u 7 
Umgekehrt ist die rechte Seite dieser Gleichung, falls R irgend eine ortho- 
»onale Form ist, stets eine alternirende Form. Denn die eonjugirte Form ist 
E-R TER BE 


E+R'  (E+R)R  RA+E m. 


V. Jede orthogonale Form R, für welche die Determinante von E+R 
nicht verschwindet, lässt sich, und zwar nur in einer Weise, auf die Gestalt 


E—T 
Dr Er 
bringen, wo 
r _ E-R 
E+R 


eine alternirende Form ist. 

Sind die Coefficienten von T reell, so sind es auch die von R und 
umgekehrt. Sind die Coefficienten von T rein imaginär, so ist die conjugirte 
eomplexe Grösse von T (die Variabeln als reell betrachtet) —T und 
die von R 





En: 





Er ERNEITTEEEN 


ih BEE 


















el 

















Frobenius, über lineare Substitutionen und bilineare Formen. 


Dl 


Mithin haben die eonjugirten Üoveffieienten in R, r,, und r,;,, conjugirte com- 
plexe Werthe, und umgekehrt. 

Ist R eine orthogonale Form, und ist die Determinante von R+iE 
nicht gleich Null, so ist nach $. 9, I. auch 

Fa 
eine solche, und es ist 
10= ER _ E-BIRHE) _ RHE-ESIR _ GEM _ 
+R, K(E+R)(R+iE) RH+iE+ELiR (HIER) 

Ist also T reell, so ist 7, rein imaginär. Jeder orthogonalen Form mit 
reellen Üoefficienten R entspricht also vermöge der Formel (4.) eine or- 
thogonale Form AR,, deren conjugirte Coefficienten conjugirte complexe 
Grössen sind. 

Ich wende mich nun zur Untersuchung des Charakters einer ortho- 
gonalen Form mit reellen Coefficienten. 

Sei a eine Wurzel der charakteristischen Gleichung von R. Die 
Form (rE— R)' ist dann eine gebrochene rationale Funetion von r, deren 
Nenner die charakteristische Function ist, und für r=a von einem höheren 
Grade verschwindet, als der Zähler. Beginnt ihre Entwiekelung nach auf- 
steigenden Potenzen von r—a mit 

5.) (rE-RT' = Alr-a)" +, 


so hat unter den Elementartheilern der charakteristischen Funetion von R., 


:T. 


die für r=.a verschwinden, derjenige vom höchsten Grade den Exponenten o. 
Setzt man auf beiden Seiten mit rE—-R=(r—-a)E—(R-—-aE) zusammen, 
so erhält man 
E = —-A(R-aE)(r—a) “+: 
und daraus durch Coeffieientenvergleichung 
A(R-aE) =. 

Sei b die conjugirte complexe Grösse zu a (also gleich a, wenn a reell 
ist) und B die conjugirte complexe Form zu A. Dann geht die Gleichung 


AR = aA 
durch Vertauschung von © mit —i in 
BR=bB, 


und diese durch Uebergang zu den eonjugirten Formen in 
R'B' = bB 
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über. Daher ist 
(AR)(R'B)) = abAB', 
oder weil RR =E ist, 
AB (1-ab) = 0. 
Nun kann aber AB’ nicht identisch verschwinden ($.1., 2... Daher ist 
ab = 1. 
Daraus ergiebt sich der Satz *): 
VI. Die Wurzeln der charakteristischen Gleichung einer reellen ortho- 


gonalen Form liegen auf dem mit dem Radius Eins um den Nullpunkt be- 
schriebenen Kreise. 


Sie sind daher eomplexe Grössen, falls sie nicht gleich +1 sind. 
Bezüglich der Wurzeln +1 und —1 gelten die Sätze, welche in $. 9 für 
irgend welche eogrediente Transformationen einer bilinearen Form in sich 
selbst entwickelt sind. 

Die Reihe (5.) eonvergirt für die Punkte r innerhalb eines gewissen 
um a beschriebenen Kreises (Convergenzkreis). a selbst ist ein Punkt auf 
dem mit dem Radius Eins um den Nullpunkt beschriebenen Kreise (Ein- 
heitskreis). Ich beschränke nun die Veränderliehkeit von r auf das Stück 
der Peripherie des Einheitskreises, welches innerhalb des Convergenzkreises 
liegt. Aus Gleichung (5.) ergiebt sich, wenn man beide Seiten mit 

AN)" = ri 
zusammensetzt, 
(R—-r'E)' = rRAir-a)"+--, 
daraus durch Uebergang zu den eonjugirten Formen 
(R-r'E)" = rA’Rir-a)"+-- 


Vertauscht man nun © mit —i, so erhält man, weil die conjugirte eomplexe 


1 1 


(rösse von r gleich r” und die von a gleich a” ist, 
(R—rE)"" BRr'irn'—-a')+..., 


(rE— R)"' ze BR:-1 gr ra)" +, 


I 


*) Brioschi, Liouv. Journal 19, p. 255. Der Beweis des Herrn Brioschi stützt 
sieh auf Satz V., ist also nicht anwendbar, wenn die Determinante von E+R ver- 
schwindet. Einen andern Beweis deutet Herr Schläfli, dieses Journal, Bd. 65, S. 186 
an. Die obige Beweismethode ist diejenige, mit Hülfe deren Cauchy den analogen 
Satz über symmetrische Formen bewiesen hat. 
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oder wenn man r’! nach Potenzen von r—a entwickelt und die Constante 
(—-1)""'a’°"' mit ce bezeichnet, 


(rE—-R)"' = ceB'R(r-a) "+... 
Vergleicht man diese Entwiekelung mit (5.), so findet man 
A=cBR, 
AA = c(AB\R. 


Da die Form AB’ von Null verschieden ist, und die Determinante von R’ 
nicht verschwindet, so kann folglich A’ nicht gleich Null sein. 

Nun erhält man aber aus der Gleichung (5.), indem man sie nach 
r differentürt ($. 4, (3.)) 

—(rE—-R)” = —aA(r-a) "+: .-, 
indem man sie aber mit sich selbst zusammensetzt, 
(rE—-R)”* = A’(r—a) "+: 

Da A’ nicht verschwindet, so zeigt die Vergleichung der Exponenten der 
Anfangsglieder, dass 


2a =—o—1, a=1 


ist (Vgl. Weierstrass, B. M. 1858, 8. 215). 

VII. Die charakteristische Function einer reellen orthogonalen Form 
hat lauter einfache Elementartheiler. 

Alle Sätze, die hier über die charakteristische Funetion einer ortho- 
gonalen Form entwickelt sind, gelten auch von der Determinante der Schaar 
r0—P, wo P und Q irgend zwei orthogonale Formen bedeuten. 





Substitution U eine eigentliche reelle orthogonale Substitution, so kann man, 
wie ich im nächsten Paragraphen zeigen werde, für @ eine reelle ortho- 
sonale Form nehmen. Dann sind auch U, und U, reelle Formen, und 
mithin ist auch T, reell. Da ferner die eharakteristische Function der 
Form U, der Variabeln x,, y. («=1, .... m) gleich (r +1)" ist, und in m 
einfache Elementartheiler zerfällt, so ist U), der Form —E, ähnlich, es giebt 


also eine Substitution P,, welche der Gleichung P7’(-E,)P,= TU, genügt, 
und daher ist U, = —E, und folglich nach Formel (8), $& 11. NT =. 
Demnach ist 


T, = @'((@kH)-"+T,)G, 
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wo man für H, eine reelle Form wählen kann. Setzt man also 
G2H)"G=H @TG=T, 
so sind H und T reelle alternirende Formen, und es ist 


KE—T)—H 


(6) R= lim METER 


$. 13. Aehnliche orthogonale Formen. 

Sei A eine Form, deren charakteristische Function g(r) für mehr 
als einen Werth verschwindet, sei a eine m-fache Wurzel der Gleichung 
ger) =0, sei (r-a)"=gy(r) und y(=g,(r)p;(r). Sei w(A)=0 die 
Gleichung niedrigsten Grades, der A genügt, sei a eine k-fache Wurzel 
‚der Gleiehung v(r)=0, sei (r-—a*=w,(r) und w(r) = w, (r)w;,(r). Dann 
ist in der Entwickelung nach aufsteigenden Potenzen von r—a 

(1) (rE-A)"' = ZA,(r—a)"" 
nach $. 3 das Anfangsglied gleich A_,,,(r—a)*. Da die Coefficienten dieser 
Reihe nach $.3, IX. ganze Funetionen von A sind, so sind sie mit A und 
unter einander vertauschbar. Setzt man beide Seiten der Gleichung (1.) 
mit rE-A=(r—a)E—(A-aE) zusammen, so erhält man 
E = &(A,—A,,,(A—aE))(r—a) 
und daher 
2) A,= Ayı(A-aE) 40), 
(33 A-E = A (A-aE). 
Dureh wiederholte Anwendung derselben ergiebt sich, falls A eine positive 
Zahl ist, 
(4.) A, = A,(A—aE)', 
(5.) A—E = A, (A-aE)' 
und mithin 
A,A_,= A, A, (A-aE) = AA; (A-aE) = A, (4 -—E). 
Setzt man = (oder > A), so ist A_,=0 und daher *) 
6) 4-A = I. 


In der Reihe (1.) sind die Coeffieienten der negativen Potenzen A_,41, - +» A 
sämmtlich von Null verschieden. Denn wäre einer derselben Null, so 


*) Die folgende Untersuchung der Form A, lässt sich auch mit Hülfe der 
Formel (4.) $. 3 sehr einfach durehführen. 
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müssten nach (2.) auch die vorhergehenden sämmtlich verschwinden. Ist 
nun %,(A,)=0 die Gleichung niedrigsten Grades, der A, genügt, so ist 
v,(r) nach Gleichung (6.) ein Divisor von r(r—1). Da nicht A, = 0 ist, 
so ist auch nicht w,(r)=r. Nach (4.) ist ferner 

0=A_,=A(A-aE). 
Wäre also w,(r)=r-1, also ,—E=0, so wäre (A-aE)*=0 und folg- 
lich wäre nach $.3, VI. die charakteristische Function von A—aE gleich 
r" und die von A gleich (r—a)”, während vorausgesetzt ist, dass g(r) für 
mehr als einen Werth verschwindet. Mithin ist (6.) die Gleichung niedrigsten 
Grades, der A, genügt. 

Da die Coefficienten ‘der Reihe (1.) ganze Functionen von A sind, 
so sei Au=f(A). Dann ist A_,=f(A)(A—aE)”=0, während für z<k 
die Form A_ She A-—aE)* nieht verschwindet. Es ist also f(r) (r—a) 
durch y(r) = (r—a)'w,(r) theilbar, und folglich f(r) durch w;, (r). Dagegen 
ist f(a) nicht Null, weil sonst auch für << k die Function f(r) (r —a)* dureh 
w(r) theilbar wäre. Da g,(r) für die nämlichen Werthe Null ist, wie 
(r), so verschwindet f(r) für die Wurzeln der Gleichung (»— m)!" 
Grades pr) =0, aber nicht für die Wurzel a der Gleiehung mter Grades 
Yg.()=0. Nach 8.5, LI. ist daher die charakteristische Funetion g,(r) der 
Form A,=f(A) genau durch die (a—m)te Potenz von r theilbar. Nun 
verschwindet aber g,(r) nur für Werthe, für welche auch w,(r) = 0 ist, 
also nur für r=0 und 1. Folglich ist gu(r) = (r—1)”r"", also f(a)=1. 
Die Determinante der Form rE— A, ist demnach durch r””” theilbar, ihre 
ersten Unterdeterminanten aber nach dem Bildungsgesetze von w,(r) = (r—1)r 
sämmtlich durch r””"". Mithin sind ihre zweiten Unterdeterminanten alle 
durch r”””* theilbar u. s. w., und folglich ist in der Determinante von A, 
der höchste Grad nicht verschwindender Unterdeterminanten gleich, m. 
Ebenso lässt sich zeigen, dass dieser Grad in der Determinante von E—A, 
gleich a—m ist. Daher sind A, und E— A, den Formen 

E, = T, Yu> E; — nr, Y, 
äquivalent oder lassen sich auf die Gestalt 
A = = (PıunXıt + Pau %n) ( ((ayı tr +49 „Yn); 
E-A = Z74H(Pp» Ct +pm „) Gr Yyı tt gm Yn) 
bringen. Durch Addition dieser Gleichungen erhält man, wenn man 


Zpep%yp=P, Zgp8.9 = Q 
setzt, 


E=PQ, Q=P". 
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Folglich ist 
A=PEP", E-A=PErP". 
Da A mit A, vertauschbar ist, so ist auch nach 8.7, II. 
B = Far 
mit 
E,=P"A4P, E,=P’"(E—-A)P 
vertauschbar. Von den Formen 
E,B=B, E,B=B, 
enthält daher nach $.5, II. die erste nur die Variabeln x,, y, (uw=1,... m), 
die andere nur z,, y, v=m+Hl,...n). Mithin ist 
B=EB=(E,+E)B=E,B+E,B 

eine zerlegbare Form. Nun ist aber 

B,=EB=P"4PP"AP=P"AAP, 

B,=E,B=P’"(E- A)PP"AP=P’"(E-A,)AP. 
Daher ist die charakteristische Funetion von B, gleich der von A,A= Af(A). 
Da rf(r) für die Wurzeln der Gleichung g,(r) = 0 verschwindet, für r=a 
aber gleich «a ist, so ist folglich 

rE-B,| = (r-a)"r"”, 
Da ferner rE—B, in (rE,Ä,—B,)+rE, zerlegbar ist, so ist 
rE-B,|=|rE,—-B, |rE, =|rE,—B,|r” 
und daher 
rE,-B, =(r-a"=g,(r). 


Die charakteristische Funetion von B ist ebenso wie die der ähn- 
lichen Form A gleich y(r). Da nun B in B,+B, zerlegbar ist, so ist 
y(r)=y(r)p(r)=|rE-B, rE,—B,; 
und daher 
rE,—-B;| = pr). 
Ist speciell A, eine symmetrische Form, so kann man (nach dem bekannten 
Satze über die Zerlegung einer quadratischen Form in eine Summe von 
(Juadraten) 
A, = <= (PıaCıt + Pau (PıuYıt + PauYn); 
E-A, = I(pw +4 Pa %) (Pr Yıt + Pav Yn) 
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setzen. Demnach ist P"=0=P', also P eine orthogonale Substitution. 
Ist A, reell, so kann man auch P reell wählen. Denn da man eine qua- 
dratische Form, in deren Determinante m der höchste Grad nicht ver- 
schwindender Unterdeterminanten ist, stets in eine Summe von m reellen 
positiven oder negativen Quadraten verwandeln kann, so kann man P so 
wählen, dass 


Wi ver A 
für die Werthe von u, für die sie nicht alle reell sind. sämmtlich rein 
imaginär werden. Da aber P eine orthogonale Form ist, so ist dies un- 
möglich, weil sonst nicht 
Put t pn = 1 

sein würde. 

Ist A eine orthogonale Form R, für welche die Determinante von 
E+R verschwindet, und «= —1, so folgt aus der Gleichung 


E 2 
(7.) TEIE ” ZAA(r+1l) 


durch Uebergang zu den conjugirten Formen 


E 


TE-R = ZA;(r+ Dr 


; . 
Nun kann man r so nahe an —1 nehmen, dass auch —- in der Umgebung 


i . . 1 . 
dieser Stelle liegt. Ersetzt man r durch — und erweitert links mit A, so 
erhält man 


R w r ie 
5 7 Alt”. 
oder 


E E 


u — 


u. ZA ut 

r rE—R ‚rrl 

Ist A eine negative Zahl —x, oder eine positive Zahl, so kommt in der 
Entwicklung von (r +1) *"'r*=' oder (r+ 1)’ "r’=! nach aufsteigenden Po- 


tenzen von r+1 die (—1)te Potenz nicht vor. Ist A=0, so fängt die Ent- 


wickl on it 
3 ung V r(r +1) mı war 


Entwicklung mit (7.) ergiebt sich daher A,= A,. Mithin ist A, eine sym- 
metrische Form, und man kann für P eine orthogonale Substitution wählen. 


Eine orthogonale Form R, deren charakteristische Function firr=-1 ver- 
Journal für Mathematik Bd. LXXXIV. Heft 1. te) 


an. Durch Vergleichung der letzten 
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schwindet, kann also durch eine orthogonale Substitution ? in zwei zerlegt 
werden, von deren ceharakteristischen Funetionen die eine für r=—1 nicht 
Null ist, die andere nur für r=—1 verschwindet. In der Formel (9.), $. 11 
kann man daher, falls S=E und U=R ist, für @ eine orthogonale Sub- 
stitution wählen. 

Mit Hülfe dieser Entwicklungen will ich nun über zwei ähnliche 
orthogonale Formen R und S einen Satz herleiten, der für reelle Formen 
bereits von Herrn Schläfi angegeben ist (dieses Journal Bd. 65, 8. 185). 
Ist die Determinante von E+R, also auch die von E+S nicht Null, so 
kann man zwei alternirende Formen T und U so bestimmen, dass 





E—T E—U 
R= gr °= 50 
ist. Nach der Voraussetzung sind die beiden Schaaren 
E—-T E—UÜ 
rE- gm !E- BU 


und daher auch die ihnen äquivalenten Schaaren 

r(E+T)-(E-T), r(E+U)-(E-UÜ) 
einander äquivalent. Da diese Schaaren aber conjugirte Grundformen haben, 
so können sie nach $. 6, 1. durch cogrediente Substitutionen in einander trans- 
formirt werden, oder es kann @ so bestimmt werden, dass 

G(r(E+N)—(E-T))G = r(E+U)-(E— U), 
also fürr=—1 
GG =E 

ist. Demnach ist @ eine orthogonale Substitution. 

Verschwindet aber die Determinante von rFE—R, also auch die von 
rE—U, für r=—1 von der mten Ordnung, so kann man zwei orthogonale 
Substitutionen P und Q so bestimmen, dass 

PRP=R-+R,, 0S0=S,+S, 

ist, wo R, und $, ähnliche orthogonale Formen der Variabeln z,, y, 
(u=1,...m) sind, deren charakteristische Funetion nur fürr=—1 verschwindet, 
R, und S, aber solche der Variabeln x,, y, v=m+1, ..r) sind, deren charak- 
teristische Function nicht für r = —1 Null ist. Mithin giebt es zwei ortho- 
eonale Substitutionen @, und @,, deren erste —R, in —S, und deren andere 
R, in S, transformirt. Setzt man also P(G+@)0"=G, so it @RG=S 
und @ als Produet von drei orthogonalen Formen wieder eine solche. 

Sind zwei orthogonale Formen ähnlich, so sind sie auch congruent und 


können durch orthogonale Substitutionen in einander transformirt werden. 
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8.14. Complexe Zahlen. 

Aus dem Algorithmus der Zusammensetzung von Formen, d.h. von 
Systemen aus n’ Grössen, die nach » Zeilen und » Colonnen geordnet sind, 
kann man unzählig viele andere Algorithmen herleiten. Mehrere unab- 
hängige Formen E, E,, .... E, bilden ein Formensystem, wenn sich die 
Producte von je zweien derselben aus den Formen des Systems linear zu- 
sammensetzen lassen. Ist dann A=®&a,E, und B= &b,E,, so lässt sich 
AB auf die Gestalt F&c,E, bringen. Besonders bemerkenswerth sind solche 
Systeme reeller Formen, bei denen die Determinante von Fa,E, für reelle 
Werthe *) von a, a,, ... a, nicht verschwinden kann, ohne dass diese Coef- 
ficienten sämmtlich Null sind. In diesem Falle heisst die Form Fa,E, 
ein Zahlencomplex oder auch eine complexe Zahl, E, E,,.... E, heissen 
die Einheiten, und die Determinante der Form die Norm der complexen 
Zahl. Da die Norm eines Produetes gleich dem Producte der Normen der 
Factoren ist, so kann unter den gemachten Voraussetzungen ein Product 
nicht verschwinden, ohne dass einer seiner Faetoren Null ist. 

Umgekehrt kann man auch diese Eigenschaft als Definition eines 
Systems eomplexer Zahlen benutzen. Denn sei A= Fa,E, eine Form des 
Systems, deren Determinante Null ist. Wenn dann w(A)=0 die Gleichung 
niedrigsten Grades ist, der A genügt, so verschwindet die charakteristische 
Function dieser Form und daher auch y(r) für r=0. Ist wir) =rx(r), 
so gehört (A) als ganze Function von A mit reellen Coefficienten dem 
betrachteten Formensysteme an, und verschwindet nicht, weil x(r) von 
niedrigerem Grade ist als w(r). Dagegen ist Ax(A)=w(A)=(0. Hat nun 
das betrachtete Formensystem die Eigenschaft, dass ein Produet nicht ver- 
schwinden kann, ohne dass einer der Factoren Null. ist, so folgt aus dieser 
Gleichung, dass A=0 ist. Wenn also die Determinante einer Form des 
Systems Null ist, so muss die Form selbst verschwinden. 

Es ist leicht alle möglichen Systeme complexer Zahlen zu con- 
struiren. Seien E, E,,... E, die unabhängigen Einheiten eines solchen 
Systems, sei A= &a,E, irgend eine Zahl desselben und sei w(A)=0 die 
Gleichung niedrigsten Grades, der A genügt. Dann muss % (r) vom ersten oder 





*) Statt der Realitätsbedingung können auch andere Beschränkungen für die Coef- 


fieienten aufgestellt werden, z. B., dass sie ganze Zahlen oder ganze, ganzzahlige 
Functionen gewisser Irrationalitäten sind. 


g* 
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zweiten Grade sein. Denn sonst könnte man w(r) und entsprechend w(A)=0 
in (reelle) Factoren des ersten oder zweiten Grades zerlegen, und es würde 
ein Produet verschwinden, ohne dass einer der Factoren Null wäre (Hoüel, 
Theorie des quantites complexes, num. 402). Ist w(r) vom ersten Grade, 
so it wv(AA)=A-aE=0, also A=aE. Ist w(r) vom zweiten Grade, 
ohne in (reelle) Factoren ersten Grades zerlegbar zu sein, so ist 

| y(A)= A’—2pA+(lp+gQ)E=0, 
also wenn man A=pE-+gqJ setzt, J’"=-—E. Man kann daher die Ein- 
heiten so ausgewählt denken, dass sie mit Ausnahme von E einzeln der 
Gleichung 

(1) X=-E 

genügen. Dann ist das Quadrat der Determinante von X gleich (—1)”, also 
ist, da die Coefficienten dieser Form als reell vorausgesetzt sind, » eine 
gerade Zahl, sobald m > ist. 

Ist m=1 und J eine der Gleichung (1.) genügende Form, so sind, 
da E und J vertauschbar sind, auch je zwei der Zahlen aE+b5bJ ver- 
tauschbar (gewöhnliche complexe Zahlen). Ein solches Formensystem ist 
z. B. für n=2 

E=zey+cy, J=ey —ey. 

Denn da E eine symmetrische und J eine alternirende Einheit ist, so ist 
die conjugirte Form von A=aE+bJ gleich A=aE-—bJ, und daher ist 
AA = (a +b’)E. 

Mithin ist das Quadrat der Determinante von A gleich (a +5)’, jene De- 
terminante kann also nur verschwinden, wenn a=b=0, also A=% ist. 
Ist a@+b’=1, so ist die complexe Zahl «E+bJ eine orthogonale Form. 

Sodann ergiebt sich aus Gleichung (1.), dass m nicht gleich 2 sein 
kann. Denn sonst müsste sich das Product E,E, durch die drei Einheiten 
E, E,, E, linear ausdrücken lassen, 

E,E;, = aE+bE,+cE. 
Dureh Multiplieation mit E, würde sich folglich ergeben 
—E, = aE,+bE,E,—cE 


und daraus durch Elimination von E,E, 

(ab—e)E+(b’+1)E,+(be+a)E, = 0, 
also wegen der Unabhängigkeit der drei Einheiten 5’+1= 0, während doch 
b eine reelle Zahl ist. 























Frobenius, über lineare Substitutionen und bilineare Formen. 61 


Sei nun m>2 und seien E, und E, zwei unter einander und von 
E unabhängige Einheiten, welche der Gleichung (1.) genügen. Dann be- 
friedigen die complexen Zahlen E,+E, und E,—E, ebenso, wie alle 
anderen, Gleichungen ersten oder zweiten Grades. Wegen der Unab- 
hängigkeit der drei Einheiten E, E,, E, können aber jene Gleichungen 
nicht vom ersten Grade sein. Seien daher 
(E,+E,)’+a (E,+E,))+bE = (, 
(E,-E,)”’+a (E,-E,))+b'E = 0 
die Gleichungen zweiten Grades, denen diese Formen genügen. Durch 
Addition derselben ergiebt sich zufolge der Gleichung (1.) 
(a+a)E,+(a—-a)E,+(b+b'—4)E = (, 
also wegen der Unabhängigkeit der drei Einheiten «@=«=0. Demnach 
redueirt sich die erste der obigen Gleichungen auf 
(E,+E)+bE = (, 
oder wenn man 2—b=2s,, = 2s,, Setzt, auf 
E,E,+E.E, = 2s.E. 
Diese Gleichung bleibt, falls man s,, = —1 setzt, auch für z=4 gültig. 
Sind nun ı,, ... a, unbestimmte (reelle) Zahlen, und ist 


U= Ze, 


P 4 


m 


eine complexe Zahl, so kann 
U’ = Zu,uE,E, = (Zs,,u,u,)E 


nicht verschwinden, ohne dass «,, ... a, sämmtlich Null sind. Folglich 
ist die quadratische Form Fs,,;u,u, eine definite Form von nicht ver- 
schwindender Determinante, und weil s,=—1 ist, eine negative Form. 
Sie lässt sieh daher durch eine (reelle) lineare Substitution 


u. = S A,; ®, 
). 


in eine Summe von m negativen Quadraten verwandeln, 


Is ,u,u = —Zov. 
Setzt man nun 
(2.) J, = Sa,E,, 


so ist 


U=2ZuE,= oJ, 
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demnach 
U’= (—- Ev))E = Zo,0,J,J, 
und folglich 
3.) R=-E, JJ=-JJ,. 

Mit Hülfe dieser Gleichungen ist leicht zu zeigen, dass m nicht 
erösser als 3 sein kann. Denn sind J. J,, J, drei verschiedene der 
Einheiten (2.), so ist 

ISIN = III) IJ, = -JI(JJ)IJ, 


= +NJJ,IJ,=-JJJJI =+hJI,=E, 
mithin 
JAJ+E(NJJ,—E =(, 


und folglich, weil einer der beiden Factoren verschwinden muss, 
JdJ), = +E, 
woraus sich durch Multiplication mit J, 
Jıd: us +J, 
ergiebt. Die Vorzeichen der Einheiten J,(2= 3,4, ... m), über welche noch 
beliebig verfügt werden kann, mögen so gewählt werden, dass in diesen 
Gleichungen das obere Vorzeichen gilt. Wäre dann m>3, so würde 
Jh=—J=—J, sein, während doch J,; und J;, unabhängig sein sollen. 
Der Fall m=3 ist dagegen möglich, Denn die Einheiten 
E= TyY +2, Yıt Tefı + X;Y;5, 
J = sy —-nYy +: Y3—Taya, 
a = Typ—mYy Toy nid: 
J; = TYy—-Iy Toy —DoYı 


genügen den Gleichungen 


Los rTREER - B=-E, 
J.J = Jh=-J, Sh=-Jh=h, h=JhJy=-J, 
Ih =. 


Da ferner Ji, 4. 5, alternirende Formen sind, so ist die conjugirte 
Form von A=aE+3a,J, gleich A =aE—a,J,. Das Product beider ist 


AA' = (aE) —(Za,J)) =«@ E-aJ —"— a (ht hy), 


also 


AA = (Zia,)E. 
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Mithin ist das Quadrat der Determinante von A gleich (Fa})*, jene De- 
terminante kann also nur verschwinden, wenn a,=0 (u=0,1,2, 3), 
also A=0 ist. Ist Fa,=1, so ist AA'=E und daher A eine ortho- 
sonale Form. 

Wir sind also zu dem Resultate gelangt, dass ausser den reellen 
Zahlen (m =0), den imaginären Zahlen (m = 1) und den Quaternionen 
(m=3) keine andern complexen Zahlen in dem oben definirten Sinne 
existiren. 


Zürich, im Mai 1877. 











Sur la formule de Maclaurin. 
(Extrait d’une lettre de M. Ch. Hermite & M. Borchardt.) - 





Les proprietes de la fonction de Jacob Bernouilli &tablies par 

M. Malmsten dans son beau memoire sur la formule: ku,= Ju,—4hAu,+--- 
(Tome 35 de ce journal, page 55) peuvent &tre obtenues par une autre 
methode & laquelle m’ont conduit les recherches que vous avez publides, 
tome 79, page 339. Reprenant & cet effet l’&quation de definitions, & savoir: 
e—1 

e—1 





4 ; A 
. Se) + Set 758lert+, 
de sorte que l’on ait pour x entier: 
S(z). = 1"+2"+3’+..+(2-1)", 


je remplacerai d’abord A par iA, ce qui donnera: 











eiz __ 1 eiiix (ei)? —e- hi) 
er _4 ei (ek _ eK) z 
ee DeindAz  sintArcosti(r—1) 
u sint#4 56 sin44 
. sntAzsint Az —1 
+ ; 2 2 ( ) 





sin44 


et l’on en conclura ces deux Egalites, oü je fais pour abreger: (n)=1.2.3..n: 








11 sinzAzsinyA(2—1) 3 Bar ER aan 
(1.) sin&A .S x), (3) S(2);+ (5) S (2); b) 
ar singAzcostAc—1) _ g; Ka \ 2° BR 


Ceei pose, la formule suivante dans laquelle B,, B,, etc. designent suivant 
lusage les nombres de Bernouilli: 


alas oe ea u .., BR. FR. HOER 
Seängr = 10557 u (2n) Zn 





conduit a une expression analytique des polynömes S(xz),, qui met imme- 
diatement en Evidence les proprietes decouvertes par M. Malmsten. En con- 
siderant d’abord la premiere de nos deux relations, on en deduit en effet: 


BR >= NT ? SEE 
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sin4AzsinzA(2—1) _ Pe 1 2. a 
lo sing] = log4i2e (cz —-1)+[1-e’—-(1-e)'] ® 5 
r EL + u 
+11-=-(1-2)] © : 
+[1— (1—x)” en 
1-=2*-(1-2)"]- 0 In 


Posant done: 
X, = 1-z"—-(1— x)” 
et observant que: 
X = -2rc—1), 


nous avons cette formule: 


A ; B,X, A? BaX, 44 
sin4Azsin4A(z —1) PN .„@o 77@ +! 
l 


sin44 pi 4 





dont voici les eonsequences. Je remarque que le developpement de l’ex- 
ponentielle suivant les puissances de 4, donnera pour le coeffieient d’une 
puissance quelconque de cette indeterminde, une fonetion rationnelle et entiere 
des quantites X,, Ar, ... X,, dont les coefficients seront tous positifs. On 
trouvera successivement en effet: 





” N 8 RN Es a a Fe ni kan Fyr eh 1 ra Ka Be m 
N " Sid ie ” METER IR) DE ON ne SL AR ee} ee EEE 2 EREN e N 
Eh aa ja Kanes Katar re RE RENT DEREN ED =; i ? re SET ae 2 % % ü $ 
TERRA DE HURR E® : 


S(z) = -4ÄA,, 

Sie, = IsÄih, 

S(a), = ie PAR HIXN), 

Sa), = z30, (16 KA, A; +42 X, X, +35 X) 


Or X, qui sannule pour z=0 et z=1, m’admet dans lintervalle de ces 
deux racines, qu’un seul maximum, correspondant a la valeur 2=}, comme 
le montre la derivee: D,X, = -2nz”""+2n(1—x)”". Cette valeur ne 
dependant point de », fournit par consequent le maximum de toute fonetion 
rationnelle entiere et A coefficients positifs des quantites X,, et il est ainsi 
prouve que le polynöme (—-1)”"S (z),.;., est positif quand la variable eroit 
dexe=0& r=]1, et acquiert sa valeur la plus grande pour =}. Je 
passe & l’&quation (2.) qui concerne les polynömes d’indices pairs, et en 


. | sin44(22—1 
6 8 eerivant le premier membre sous la forme: 4 + —— Be) ‚ je developperai 


sin44 

sinzA(22—1) 
sin44 
F Journal für Mathematik Bd. LXXXIV. Heft 1. 9 


ıt 





t: ” Ile logarithme de la quantite On sera ainsi amene & em- 
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plover V'expression: 
A) = 1-(22-—1)”, 
qui permettra d’&crire 
og REN _ Bk 2 BX 4 








sin} A 
et par suite: 
BX 2%  BX, 4 
naeh 1 _—_+— 3. „tee. 
a = de-1,.® ? © 4 


Les polynömes X, possedent la m&me propriete que les pr&eedents 
de sannuler pur 2=0, z=]1, et de n’admettre dans V’intervalle qu’un seul 
maximum eorrespondant a 2=4- Il en est done aussi de m&me de tous 
les eoetficients des puissances de 4 dans le d&eveloppement de l’exponentielle, 
et en exceptant seulement S(x),, nous avons cette seconde proposition que 


A 4 S x .,. x 
les polynömes: C m En - sont positifs de e=0 a z=1 avec un seul 


maximum dans lintervalle pour z=4- 

La faeilit@ avee laquelle les proprietes des polynömes S (x), r&sultent 
die la forme trigonometrique de leurs fonctions gen£ratrices conduit a employer 
ces memes fonetions pour £tablir la formule de Maclaurin. A cet effet je 
partirai de la formule el@mentaire: 


U”Var = UV Ur V'4. UV + /UV"dn 
otı U et V sont deux fonetions queleonques de la variable x, dont les derivees 
d’ordre k sont designdes par U” et V”. Posons pour abreger: 
B(r) = U”V+U”7V" +. + UV 
Pla) = UV HU" HU ve, 


ce qui donnera: 
/ U”"Vde = & (2)— P(z)-+ / UV”d«, 


en laissant arbitraire la fonetion V, je prendrai: 
sin} Arsin] }4A2—1) 2 


u Me Sg 78 


et il sera faeile d’obtenir les expressions de P(x) et ?(x), si !’on met U 


0083 A— coszA(22—1) 


Zeinsa Ayant en effet: 


sous Ja forme: 





a 
TR NIE i 
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Ur — (—_ 1yrzz 0084422 —1) 
2sint4 
Dat — (129-1 inrA@r—1) 


2sin! 14 
on trouvera: 


\„ siniAR2z—1) .. beiöun ach I. Sans 
$ (x) PR (pt (2x I) pa y_ jan J AO BE =, ET In 


2sind 4 
Pla) = (-1 a AV" el 1 V9] 
MU ae 
2sin}4 
Maintenant designons les valeurs de V’ pour e=letx=0, par V} et 
o, de ce qui precede nous deduirons les formules: 


21-80) = Hin HN) V+V) te], 


- 


‚ Dun s4d ne f . r | 
F(1)— F(0) — ( u RP) Rr" VI} 


cost 4 Pr m 
— . - Bu ( vı'—] zur. 

2sinz4 
dont la premiere comme on voit renferme des sommes et la seconde des 
differences. Soit encore: 


p(A) = Br HP, - V) 4 ( V, + V. )—+- ... pe 1 \” j| Ara 1 eNn- j® 
w(l) = AN —-V)- RT, Vo )+t++- DV? —-Vr>), 


en remarquant que le terme independant de 4 disparait dans la seconde 
formule, nous pouvons &erire: 


kw: 
EU)-0) = - 59h), 


ee. u —1j"eot!) 
Fr) —- FO = ( er - Wii), 


et on en conclura en prenant pour limites des integrales, zero et l’unitd, la 
relation suivante: 


fm: cos, (22 — 1) Vlx a: (—1)"leot44 
0 


2sindk -p (4 ) = 9 WA) 
2 00844— cos2A(22—1) va.uy. 
+/ re: => rar 
ou plus simplement: 
cos1A(2 , Ri 
E ir 087 N) de == 3p(A) +3 Wu li) + Lf U J en Ir. 


 2sint 


U) 
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Elle donne parmi divers resultats la formule de Maclaurin que j'’ai eue prin- 
cipalement en vue, et qui s’obtient comme on va le voir en &galant les 
termes en AM!, Puachi en effet: V=f(,+hx), d’ou: 

V=Kf(+h), =h}f(c); 
le coefficient de 4°" dans la quantit& 4ceot4Aw(4), s’obtient au moyen de 
la serie: 
I BA BP By 
ı a 9 








4c0t44 = 


sous la forme EEE 


B, h’ m; ZZ 
rn rl zu+h)— f( + (4) Fa x, + h) —f (2%) ] 


Bu ++ (— 1)! en = ra +h)—f”"" (zu). 


D’ailleurs dans (2), le B-. du m&me terme est simplement 
Y,+h = flnth)+fle); 





dans la fonction 


2? 
N, 


(en) S(z),„_ı, on est par consequent amen& & l’Egalite: 


/ f&+ha)dz = ger 


« 0 


S(2) +, 


son expression est: 





© f(zo+h)- f'\x)] 


[pr (2.+h)— a z,)] 





+ 


re Bu Pr (a+h)—f” (a)] 


hir 1 
_ nf Pathe)S(o)n.de 
0 
qui se ramene & la forme habituelle, en ERpiegpek dans le premier 


membre l’integrale fi f(zu+hx)de par — 7 flx)de. 








La proposition de M. Malmsten & Pögeri de S(z),._ı, permet ensuite 
d’Ecrire: 


/r (Tu r hz) S ()an-ı de = f} (to + on,/ S (2)2.—ı dx 
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d &tant compris entre zero et l’unite, et I’on obtient une premiere forme du 


’ . 1 ’ \ . (4 » 
reste en determinant le facteur / S(z)m_ de, il est donne par le coef- 








__ 4\n—1 232 —1 > .- u 
ficient de — =. =; ‚ dans le developpement de l’integrale: 
I c0844— cos3A(2r—1) 
f- u + - - dx = 3C0t a4, 


0 


(On trouve ainsi: 
| en 
S Sn. da = (-1)"B,, 


0 


t par consequent: 


1 us 
SPra+h2)S@).de = (-VB,f”"(2+0h) 
0 
Une seconde expression qui est prineipalement utile dans le caleul de la 


somme: f(&,)+f(zo+h)++f(zu+mh), s’obtient en remplacant sous le 


signe d’integration S (z),._, par son maximum qui correspond & 2=4. La 
h . ER e singAzsinygA(2—1 u 
fonction generatrice:r —— und devient alors: 
sind 1) 
sin’4A 22n—1 
—_ — — = — Hang = — = -22(1-— —- -)B,- Tan; 
sin} n; (2n) 


on a done: 


et par suite: 


S Pranthe)Stemude = CN-(ı- 1 )5,0-P ame) 


9 &tant encore moindre que l’unite. 
Paris, 7 avril 1877. 




















Sur la formule d’interpolation de Lagrange. 
(Extrait d’une lettre de M. Ch. Hermite & M. Borchardt.) 





Je me suis propose de trouver un polynöme entier F(x) de degr£ 
a—1, satisfaisant aux conditions suivantes: 
F(a)=f(a), F(aa=f'(a), ... F'()=f"(a), 
Fb)=fib), F)=f(b), ... Fiby=p-(b), 


Föü=fl), Fü=f(l, ... Fd=ftl 
ou f(x) est une fonction donnee. En supposant: 
a+ß++ı=m 


la question comme on voit est determinde, et conduira & une gendralisation 


de la formule de Lagrange sur laquelle je presenterai quelques remarques. 


Elle se resout d’abord facilement comme il suit. Je considere une aire S, 
comprenant d’une part a, b, ... /, et de llautre la quantite =; je suppose 
qwä son interieur la fonetion f(x) soit uniforme et n’ait aucun pöle, cela 
etant je vais &tablir la relation: 

1 fd@- (a —bP...(2 — 4 


Fia)-f(e) = 


Zin r (x — 3)(3 — a)“ (z ze b)? u .(& 5 1)’ - dz 


l’integrale du second membre se rapportant au contour de $, et en mäme 
temps donner l’expression du polynöme cherche F(x). 
Faisons pour abreger: 
$(z) = (z-a)\Yz—b...(e—l} 
et: 


nn. I@OR). 
nr (2—-3)P(e) ’ 


lintegrale eurviligne sera la somme des residus de g(z) pour les valeurs: 
s=a,b,...letz=x. Le dernier de ces residus est evidemment — f(x): 
a l’egard des autres, en considerant pour fixer les idees, celui qui correspond 
i , a 1 e 

äz=a je vais le determiner par le caleul du terme en y dans le deve- 
loppement de p(a+h), suivant les puissances croissantes de h. 
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Observons d’abord qu’on a: 
P(a+h) = hk’(a—b+h)’(a—c+h)r...(a—!+h)' 
de sorte quw'en posant: 
(a—b+h)f(a—-c+h)T... (a—I+h)" = A+Ah+ANR + +A ht 


nous pourrons £crire: 
f rY D(«) 





p(a-+h) = GB [A+A,h+Ah’++--)]. 
Effectuons ensuite le produit des deux series: 
ü 17 h m; h’ on he=! 
f(a+h) .— fia)+f (a) +f (a \ ga tt (a a); 2.. WE 
1 1 h h’? hen 
- = — —— —_— a — dose 
z—a—h ze TG Ta-a) Br („af ' 
il est clair qu’on aura pour r&sultat: 
Br, r” X, h’ Kuh £ 
zs—-a—h z-a (a) ' (@-a) BerWer (x — a)® + 


A, designant un polynöme entier en z du degr& @©. Il en resulte que le 
residu cherche, &tant le eoefficient de A°”, dans le produit: 
P(z)[A+Aıh+A:h’+ ++ A, ,h°] 


se u X,h X,h’ ee ] 
Kl,+- (2 — a)’ Pr» (z— a)’ a er ’ 
aura pour expression: 
AX.- 1 A, X.—2 A, 1A, | 
mie) (2— a). % Go Pr ac—a ]’ 


ou encore; 
zb (2er. (E-W[AX, 1 +AK, 2 -a)+-+A 1X, 2a)". 
C'est done & l’egard de la variable x, un polynöme entier de degre 
ea+ßP+++4—-1=n-—1; il en est de m@me des autres residus de g/z), et 
par consequent leur somme que je designerai par F(x) est bien un poly- 
nöme entier de degre »—1, dans la relation que nous venons d’obtenir: 
z)—fiz) = 0 _ [I ®Ke) da. 
| Lin (2 —3) Da) 


, 


Observez maintenant que l’integrale du second membre, renfermant 
comme facteur, sous le signe d’integration la fonetion D(z), s’annule 
ainsi que ses derivees par rapport A =, jusquw’ä lordre e—1 pour z=a, 
Jusquäa lordre A—1, pour z=b, ete. Il est ainsi immddiatement mis en 
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evidence que F(z) est le polynöme cherch£, toutes les conditions A remplir 
se trouvant en effet satisfaites. Mais de plus, nous obtenons une expression 
de la difference entre la fonetion et le polynöme d’interpolation, sous une 
forme permettant de reconnaitre qu'elle diminue sans limite, lorsque le 
nombre des quantites a, b, ... /, ou bien les exposants, «, P, ... 4, vont 
en augmentant. Eiffeetivement, si nous admettons que tous les cercles 
passant par le point dont laffıxe est z et ayant pour centres les » points 
a, b, ... Ü soient contenus & linterieur de S, les rayons de ces cercles, c’est- 
-dire, les modules de e—a, z—b, ... seront respeetivement inferieurs aux 
modules des quantitcs 3—a, 3—b, ... z—/, lorsque la variable z deerit le 


D(x) 
Da) 


viligne, peut ainsi devenir moindre que toute quantite donnde, lorsqu'on 
augmente le degr& du polynöme F(«). 


contour de Yaire. Le module du facteur entrant dans lintegrale eur- 


Cette eonsideration est d’ailleurs exactement celle dont on fait usage 
a Vegard du reste de la serie de Taylor, 
1 —.a)® 
R- feat _ ds, 


Bin) (a 2)(@-a): 


lorsqu’on veut £tablir la convergence de cette serie pour des valeurs ima- 
ginaires de la variable. J’ajouterai cette remarque que la differentiation par 
rapport & a, donne: 

dR _ un feld 





da in (@— a)yet! 


de sorte que la formule: 








Ho 1.2..a f fa)d 
(@); \ = Fe. Bi 
di Lin G—-ajer 
permet d’eerire: 
iR (- aJe!fola) 
E We 1.2...a—1 


u’ 


et l’on en conelut, R s’evanouissant er a = x, la forme @l&mentaire du reste: 


R- u Aa = ua da 


„a—i 


Apres avoir rattache A un m&me point de vue la serie de Taylor et la formule 
d’interpolation de ZLagrange, qui s’obtiennent comme on voit, en posant 


P(z)=(2-a), et Pir)=(r-a)(e-b)...(e-[), 


\ 
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je vais considerer un nouveau cas et faire: b(a)= (2-a)(e—b)". Si 
l’expression du polynöme F(x) devient alors plus compliquee, lintegrale: 


/ Fix) dx donne pour la valeur approchde de la quadrature if f (z)dx, un 


resultat tres-simple, auquel on parvient comme il suit. 
Nommons A et B, les residus correspondant & z3=a et z=b, de 
la fonetion 


. _ I@O@-a)(@— by 
PET Ba 


de sorte qu’on ait: 
Fix) = A+B; 


je montrerai d’abord, que les integrales: 


A / "Ad, ® = / Bas, 


se deduisent immediatement lune de llautre. Ces quantites sont en effet 


» u 1 (4 . 
les coeffieients de ——, dans le developpement des expressions: 


h 
3 f(fa+h) ? (2 —-a) (2 — bPdx 
/ pla+h)de = h°(a—b+h . 77 
ei 
bo = fb+h) /’ (ea) — bPdx 
/ p(b+h)de — b—a+h ._. | u ur 


a 


Or €Eclivons pour un moment: 


j ae f(a-+h) >” (z— a).(x — b)P dr 
\a, b, 0, P) gr he(a—b + h)P J en ’ 





et permutons & la fois, d’une part a et b, et de l’autre « et ?, ce qui donnera: 


} en f(b-+h) (— a): (« — b) d.r 
(b, a, P, a) = hP(b—a-+h)e. ee 


z—b—h 





2 


on voit que le second membre de cette Egalite etant —®, on a simplement: 


J "Fia)dz = (a, b, a, B)—(b, a, ß, a). 


Uette remarque faite, posons: m= «+ß, la formule &l&mentaire: 


. \p—l ni gl a _na\pto-! Ip) IQ) 
J (z-aP”ib-a)" de = (b-a)r* Flp4g) ’ 
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donne le developpement: : 
& 

?> (#— a)(b—z)’ de NKe)XA+H1) 18 j 

j@- ri N 5_a) 

z—a—h Mm+1) : & 

| a —-1)IXP+1) Ü aa p R 

“u I'(m) na : 

4 rl (@ Fi )T (2 1) B. a" —_? h i 

I(m—1) 3 

BR ‚ 

Faisons encore: A=(b-—-a)t, on pourra l’eerire sous cette nouvelle forme: | 


[(«)IXP+1) m m(m —1) 
(m-+1) (- a)" |1-+ ER (« —1)(@ —2) bu +]: 


Cela etant nous effeetuerons la multiplication par le facteur (a—b+4h) 
ou plutöt par la quantite Eegale: (- 1)’(b-a) F(l—t)”?. Des reduetions 


2 


qui se presentent d’elles-m&mes, montrent que le produit des deux scries: 
| m m(m—1) q m(m —1)(m — 2) 
+, Tr 0 -9a-H ra -da-ey rt" 
fe} 1) ., PM -2) , 
+7 ie IPı u m I PL... 


a la forme simple: 


NA en > ve 
ERS ETF TRETEN 


7 _41. .@-+1) «BHN)P+D) 2, PB+DP+N+3) 
u dar a Sa nie a al 5 7 u 
Er «HN +N..(dra—1) il. ’ 
233.81 
de sorte quon a: 
_ f@-a@—bdde _ IIB+N 
(a— b-+h)P J ii "(m+1) (b- “T. 





Mais il est preferable, en gardant seulement les puissances de A, dont lVex- 
posant ‚est inferieur & «, et qui nous seront seules utiles, d’ordonner le se- 
eond membre suivant les puissances decroissantes de cette quantite. On 


obtient ainsi: 





> (2 —-a)"(c—bfde «a, TERN 
(a—b+h)P J wur Ve aan 
er a(@—1) (b—a)'h°"” 
m(m —1) Bi 


ru. a(@«—1)(@—2) (b—- a)'he’ 
m(m — 1)(m — 2) E 


I 


= 
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En dernier lieu, multiplions par le facteur: 


\ RN‘ Bir 5 h Mr’ ._\ h’ h WR he l 
fia+h) = fla+f (a) +f" (a) + +f (a) ; 


2 ze 


ID 


„.@—1 


pour former le eoefficient du terme en A“ ', qui est la quantit& cherchee, 
nous parvenons ainsi a expression: 
Bi | @(@ —1) (b— a)’f'(a 
zT b—-a fia)+ — 1 - ) 
BI: m m(m— 1) + 
i ‚ a(@a—I)(«— 2) (b—-a)’f"(a) | 
& ; m(m — 1)(m — 2) 1.2.3 " 
dont la loı est manifeste. 
; On obtient d’une autre maniere, cette tormule en partant de la relation: 
3 ; UV"dre = O(2)+(—-1)"/VU”dr, 
1S 5 ou Jal fait: 
5 92) = UV'- UV"? LU" V"?—... 
Prenons en eftet: U= fr), V=(r-a’(r—b*, avec la condition «+2 —=m, 
= de sorte quion ait: W”"=1.2...m. On en deduira en integrant entre les 
Ä limites z=a et r=b: 
& 
4 f 9b) — (a) (— 1)" " 
(z)de = ——— + “see -a"(c—b\de, 
. f\=. Be" Pt) / 
et il est aise de ealeuler O(a) et O/b). Il suffit en effet d’avoir les derivees 
successives de V=(z-a,(2—b) pour 2=a et 2=b: or les premieres 
soobtiennent en faisant r=a+h, et sont donnees par les eoeffieients de 
h’(a—b+h)": les autres r&sultent semblablement de l’expression h“/b-a+th 
\ 
et Von trouve ainsi: 
Ic, @ | a(«—1) (a—b)f'(a) 
( ) zo Aa ii f(a a ( F A \ EP IL J 
1.2...m m m(m —1) 1.2 
X- a(@—1)(@«—2) (a—b)’f"(a) 
e- m(m — 1)(m —?2) 1.2.3 
In Eerivons cette quantite de la maniere suivante: 





Ka a se a(@«—1) (b—-a)’f'(a) 
25 (« ) j u b re a f FI pt 4 \ , f ws) 
1.2...m m m (m —1) 1.2 
a(@e—1)(@« —2) (b—-a)'f"(a) 
m(m — 1)(m — 2) 1.2.3 
s on aura de m&me: 
A %(b) 3 q / E / PB . 1) (a u b)‘ ft b) 
3 Ä = — a—b\fib)— 
. 1.2...m m / m(m— 1) 1.2 


. PR-NP—N (a— b)'f"(b) 
> 


m(m — 1)(m — 2) 1.2.3 
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et nous sommes ramenes A la formule pr&e@demment obtenue. Mais on trouve 


b 
par cette methode, que la difference entre l'integrale [ f(z)dx et sa valeur 


approchee est la quantite: 


— 1” ’ \ a 
I m / f" (2) (2 — a)’ (2 —b) dı, 


a 





ou le faeteur (e—-a)’(z—b), conserve toujours le m&me signe entre les 
limites de l’integration. 
Eerivant done: 


I fr@)(@-a)(@-b)de = f"(8) I («-a) (2b) de, 


en designant par $ une quantit@ comprise entre a et b, on voit que pour 
une valeur donnee de m, l’approximation obtenue depend du facteur 


[e — a) (2 —b) de, 


ce qui eonduit a determiner « et £ par la condition quil soit le plus petit 
possible. Or on trouve aisöment que le minimum du produit Z'(z) I'(m— x) 


, * » . m F o . » e 
s’obtient en faisant x = = Parmi les diverses formules qui se rapportent 


a la m&me valeur de m, e’est done celle ot «=, ol figure par consequent 
la derivee de l’ordre le moins &leve de la fonetion f(x), qui conduit en 
meme temps & l’approximation la plus grande. 

En partieulier on trouvera pur e=P=1: 


S Fe)de = 4b-a)lf +6] 1, (b-a)f"e) 
puis en supposant: a=P=2: 
/fe)dr = 4(b-a)[f(a)+f(b)] 


+ 7% (b-a)’[f(a)—f'(b)]+ 730 (b-a)’f“ (S). 
5 juillet 1877. 
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Postseriptum. 
J’ai refl&chi de nouveau A ces deux origines de la serie de Taylor, 
suivant qu’on la deduit, au point de vue &@l&ementaire, de l’integrale definie: 


“(2— u) aueh (u) 


1.2...0 du, 


ou bien sous un point de vue analytique plus etendu, de Vintegrale eurviliene: 
1 " (a—a)tfl 
( H'f@) ds, 


in.) (2 — 2)(3 — at! 


et jai pense quwil devait &tre possible pareillement d’arriver au polynöme 





d’interpolation par une autre voie qui n’exigerait pas l’emploi des variables 
imaginaires et des integrales ceurvilignes. U’est en effet ce qui a lieu, mais 
il faut recourir comme vous allez le voir a la consideration des integrales 
multiples. En posant: 
IIi2) = (2-a,(2—4,)...(3—a,) 
jenvisage l’integrale: 
1 FE) 
ZinJ Ill) 
ou la fonetion f(z) est supposce continue A liinterieur de laire S, qui com- 
prend tous les points ayant pour affıxes a, 4, ... @.. 
Si l’on designe par f” (2), la derivee d’ordre » de f(z). et qu’on fasse: 


u = (nv a)lı + (a —a)b, +" +(a,_, —a,)l„ta,, 
l’integrale ceurviligne s’exprime comme il suit au moyen d’une integrale 
multiple d’ordre zn. On a: 


41 f@) En f* ge 2 64 
din 116) dz = a dt, .) f’(u)dt,. 


et nous allons aisement le demontrer. 
Il vient d’abord en effet: 
[wa - een ta Ze te ral 


a,— a, 


pr "Ile, — a, )t, +(a, — a,)t, +... -+.a,] 
a, Es a, 
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puis successivement: 
[ dt, (Fa)dt, 


f’ \ (a, Er a,)t, +(a,—a,)t, wur a, | 
(a,—a,)(a,—a,) 

4 Mr Ca, Kü a,)t, + (a,— a,)t, We. A| 
(a, u a,)(a, E, d,) 

1 Pl, —a,)1, +, at tt] 


| (a,—a,)(a,—ı,) 
fa ß, fat, (m u)dt, 


f’I(a,—a,)t, + (a, —a,)t, +" +a,] 
(a, —a,)(a,—a,)(a, —q,) 
1 f” >’(a, —a,)t, +(a,—a,)t, ++ @n| 
(a, —a,)(a, —a,)(a, —4,) 
 Frla,—a,)t, +(a,—a,)t, ++ a,| 
x (a,—a,)(a,—a,)(a,—a,) 
f" (a, —a,)t, +(a,—a,)t, ++ | 
(a,—a,)(a,—a,)(a, —(,) 
en faisant usage des identites @l&mentaires: 
| 
(a,—a,)(a,—q@,) 7 (a, —a,)(a, —a,) . (a,—a,)(a,—q,) 
1 | 
(a,—a,)(a,—a,)(a,— (,) 1 (a, —a,)(a, — a,)(a, —q,) 
4 di ee _ ur MR, 
 (a,—a,)(a,— a,)(ad,—4,) (a,—a,)(a,— a,)(a,—4,) 
En dernier lieu, et sans qwil soit besoin d’entrer dans des details que la 
simplieit€ des ealeuls rend imutiles, on obtient pour l’integrale multiple 


-4- 


: Ö, 


d’ordre nz, Vexpression: 


fCa,) , fa) 4 f(a,) 
Il'(a)  IT(a) Il'(a,) 


i a 1 "f(z) E br 
qui est en effet la valeur de lintegrale: 5; - dz. Appliquons ce re- 
„ „ıT. II (z) 
sultat en supposant a, x, et faisons pour abreger: 


b(r = (T-a)(2—4,)...(2—Aa,): 


si l’on designe eomme pr&e&demment, par Fix), le polynöme d’interpolation 
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de Lagrange, on trouvera: 
R ip) , ” 
fi z\—-F(r\ = ba) f dt, dt, Yan "(u dt,. 


la valeur de « pouvant &tre mise sous la forme suivante: 
u = xt, a,(b,—1,) 


ra,(t, -1tı) 


79-1. 6-1) 
+a,(1—1,). 

Je remarque ensuite qu'en differentiant la relation: 

I f(3) [ n R 

: dz = dt, dt "(u)dt 
ZinJ (zs—z)P(z) y a Ne / 1, 
Ss 0) () 0) 

«@—1 tois par rapport & a,, ?—1 fois par rapport & @, ... 4—1 fois paı 
rapport & a,, nous obtiendrons dans le premier membre lintegrale: 


[ (a) IX8)...LA)f@) 


in /_ (s—-2)(@—a,)(s—a,)P...(3— a,) 


qui se trouvera done exprimee par lVintegrale multiple: 
/ dt, 


= (,—E)(, -t)P...(1-t,) 


m dt; OR u) Gdt,. 


« 


ı) ) 


ou jai fait: 
0= 0-4 D-t- Hi. 


Nous parvenons ainsi pour la tormule plus generale d’interpolation, a lex 
pression suivante du reste: 


ö P() | Hm dr a .. 
/ u ı) — j en ei di ( . 
fiz)— F(x) Te) (8)... 1) / auf BE... J f (u)Qdt, 


PD (x) representant le polynöme: (2 —a,)‘(z— a,)®...(2—a,)‘, c'est le resultat 
que je me suis propose d’obtenir et qui me semble completer sous un point 
de vue essentiel la theorie @l&mentaire de linterpolation. 


Bain-de-Bretagne, septembre 1877. 











Zur Theorie der Functionen. 
(Von Herrn Leopold Schendel in Tokio.) 





- ; OBER. RR TREE 2 Zr 
NE RE ER 





Netzt man 


fo) fo) _ kW-Fıl) ö 
[,\e) a ’ fi, | (u) = — A-g)e ., us w., 


so gilt, wenn (gQ"o—qg’-'o)i ein nach der Vorschrift 
gm N)pl—m)... FDA). Pan—I) 








a Ü 
_ Wa-bh om Nan)..gN) 
gebildetes Product bedeutet und 

1—y‘ x 

1-q ) ua a 
gesetzt wird, die Gleichung ; 
7 zu Be TEN i 
figro) = SEITE eo) 
offenbar für m =1 und kann vermittelst der Gleichung } 
ke) = ko) -(l-Nofto) i 


durch den Schluss von m auf m+1 als für jedes ganze positive m gültig \ 
nachgewiesen werden. Daraus ergiebt sich aber sofort, dass stets 





| ze y'v)% 
fix) = 18 = x! fi\ (®) 
oder in entwickelter Form 
z—qi!v (2— 4 ER (go) ., 
Er HN + 
a 


ist, wenn die rechts stehende e einem bestimmten endlichen Werthe zu- 
strebt. Dieses allgemeine T’heorem enthält offenbar, da die Funetionen 
f,(e). f, (0), ... für g=1 mit den Ableitungen der Function f(o) identisch 
sind, das Taylorsche T'heorem als speciellen Fall in sich. 

2. Bezeichnet man die #-malige Anwendung der im vorigen Ab- 
schnitte bezeichneten Operation auf eine Function in anderer Weise durch 
ein vorgesetztes D, so ist 





n 


/ i— \n 1— / ia \n— 
D(e+g "gi = 7 (et pi 
und somit allgemein 
1—gq n+1-4 


Di(e+g "= (I) HN. 


EI-O) 





Man erhält daher, wenn 
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gesetzt und damit Binomialcoefficienten verallgemeinerter Art bezeichnet 
werden, das allgemeine Binomialtheorem 


(e+g'y)i = Z(?) (@-ge) (ot), 
0 q 
das sich in anderer Form schon in Schellbachs „Lehre von den elliptischen 


Integralen und den Thetafunctionen“, Berlin 1864, p. 19 findet. Man kann 
ihm auch unter Berücksichtigung der Formel 


+g'y)it" u. (+""y); (o+q"+’- in 
und der Relation 


Ä 11 \on i 
TS rg 
die Form 
24 g’/'y n EHE. 
er) 
geben. 


Setzt man in dieser Formel g”"y für y und beachtet, dass 
c+q 'y) on (2+q""y)ı 
ist, so gelangt man zu der Formel 


ILoair ın > 
A) = 26)5 Zee ' 


die für a=»x und g<Z1 die Form 

















Yyryz \ -. 7 ze. 
N y+gv 1 = ge y+gv f 
annimmt. Besondere Fälle dieser Formel sind: 
1 ” "or 
u E72 — P3 7 2 
(1—g‘v), vo Ag A—g'v)* 
x(x+1) 
2.q 2 gr 


i+gd'a) = 3 —— 
Ferner nehmen wir in jener Formel n negativ an und vertauschen 
qz mit x; dadurch erhalten wir die einfache Formel 


y+rfo —) = F(-1) Br 144 ag‘ v y, 





y+yz 0 a er 17 0? 

aus der für y=1, g<1 und =» die einfache Formel 
1+g'v \” z—g’v \* 
ee, 


hervorgeht, die in dem besonderen Falle o= x a bekannt ist. 
Die Funetion (e+g’"y)i, die in dem besonderen Falle qg=1 die 
Potenz (2+y)" darstellt, hat für positive und negative ganze n eine völlig 
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bestimmte Bedeutung, für gebrochene » dagegen ist sie nur in dem Falle 
q=1 einer einfachen Definition fähig. Doch können die allgemeineren 
Funetionen, zu denen die Bruchpotenzen oder Wurzeln gehören, nach dem 
Binomialtheorem durch unendliche Reihen definirt werden. Ebenso giebt 
es eine Klasse von Funetionen, welcher die Logarithmen angehören, und 
auf die man geführt wird durch die Frage nach einer Function von der 
Kigenschaft, dass sie, der im vorigen Abschnitte bezeichneten Operation 
unterworfen, zur Funetion (o+g° 'y)' wird. Endlich sei erwähnt, dass 
die Exponentialfunetion zu den Funetionen gehört, die durch diese Operation 
unverändert bleiben. 

Betrachtet man die in folgender Weise in Reihen zusammengestellten 
Grössen 
HN, (ri, HN, 
+", (et yıc, (erde, 
(c+gq’ ae, (x + 'y)ı x", (c-+ Ay, 


so erkennt man unter Berücksichtigung der Gleichung 


(e+g"""y)ı — (ty) ac+g"y (e+g Eu ) 
sofort, dass man, wenn man mit der Null zu zählen beginnt, das zt° Glied 


der „ten Horizontalreihe dadurch erhält, dass man zum (z-+1)fen Gliede der 


(» -1)ten Reihe das mit g’"'y multiplieirte <* Glied derselben Reihe addirt. 
Beachtet man, dass das in der Oten Horizontalreihe befindliche («+4 'y) =] 
ist, so ergiebt sich daraus, dass, wenn an den Grössen 


To, 7, T, , 
die durch die Gleichung 


#2, = Fin tlyITz, 
oder, wenn wir y=—q setzen, die dureh die Gleichung 
"x, = I, tg"IM"z, 
angedeuteten Operationen der Reihe nach ausgeführt werden, die Grösse 
fx, in derselben Weise aus den Grössen &,, 2, @3, ... gebildet ist, wie 
die Grösse (2—g”); aus den Potenzen von x. Es ist daher nach dem Bi- 


nomialtheorem, wenn in demselben y=—g, = gesetzt wird, 
n—uie-r1) 


n ‚> n — s 
N"x, = (1) .e )4 T,» 
Ferner erhält man durch die Annahme y=0, o=g die Formel 


e = B> ( ä )I (2—g)i 





2 a x - En FEN TREN, a Eee nn u a 
BREI De + Pi 
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und aus derselben vermittelst der Relation 
n+I\ _ n BZ 
ber Ts HM 


ın m m 4 1 


die Formel 
4 
zu = a 241) (—q/)i; 
und es gelten daher auch die in dem besonderen Falle g=1 bekannten Formeln 


0 q 


Er, > Zr) 
0 = «+1 
3. Die Formel 
(+ = (at) 
führt, wenn man g und y beziehungsweise durch g’ und g°”*'y ersetzt, auf 
die Relation 


—n7 2 En 


(+ Mi Terry; 
der zufolge die Funetion 
Ca a 
bei Vertauschung von # mit —9 ganz unverändert bleibt, während die 
Funetion 
(et ’—g” ed 9 el )r 
sich nur bei gradem » nicht ändert, bei ungradem » dagegen das entgegen- 
gesetzte Vorzeichen annimmt. 
Entwickelt man diese Funetionen nach dem Binomialtheorem, indem 


man gq, z, y durch q’, e*”, +g"''e”'” ersetzt und o= (0) annimmt, so erhält 
n? 


man, wenn man noch mit q* multiplieirt, die Formel 


n? ei 
n ER 
q’ (e ud 2 Tahdn 1 ee” — oe (+1) a 6 ),9 en—2x) 9 
und aus derselben zufolge der vorigen kenne die Formeln 

En | | er HE 

Er TAT = ( 5 ) q * eo8(n—22)9, 
0 eg: 

n? (n— 2x)? 08 

q (et ER “Zu A—1, ur .— 3 (—1) in ) q 4 (n | n— 2x) 9, 


isin 
in deren letzter cos oder isin zu BE ist, je nachdem » grade oder un- 
grade ist. 
Nun ergiebt sich aus der Formel 
? i—1 u n-A in n + m 
(erg = (tg Niet NT, 
1,” 
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wenn man in ihr q und y durch g’ und +q""*'y ersetzt, die Relation 
"ul 3 Tee yyarm — u (+1)” (t’Agty) (Fe+ gr di-1 y)r, 


aus der durch die Annahme m =r und m =n-1 die Formeln 
Fo 


4 (erg ”"t” any Pa (Hl (rettet ty), 


(2n—1)? 


ENT = EDEN er ert pn 
hervorgehen. 
Demnach bestehen die folgenden vier Formeln: 


1429” 608294 9" = (7) +28(,,) g°e0s229, 


(1— 29°" 60829 +” ")ı - (” )r2E-1r(, u er 608229, 
n dt 
2g° cos$(1+2g” cos2I4+ gR)7 -22().), q * e0os(2z—1)9, 


(2x —1)? 


2g‘ sin #(1— 29” c0os29+qg”) = 23-177 .), q * sin(2x—1)9, 


aus welchen man für qg=1 die bekannten rn 
: r 2n A 
2” c0s”4 = gr )+22 nn „Je08223, 
p) .n 2n - nf en 
2”sn”"9 = er 1 22(-1 (2 Je 229, 
9m—ı ER an — a 
2 GOS‘ 3 = aa cos (2 —1) $, 


| 2n—1 | 
Dr —1utnm?n—1 < f xH+1 m - WM \ 
2 0 Dem ee Er i )sin (22—1)9 


und als diesen entsprechend für g<1l, a=»x die Jacobischen Functionen 


— q*), (1+2g4°"c0os29+g”") = 1+2 z g’ 60829, 
(1-g°)7 (1- 29° 60829 +9") = 1428 (—1)*g" 08229, 


(?2—1)° 
' 


2g* (1—g”), cosI (14 29” c08s29+g"), = 284 + e08(22—1)9, 


(?2x—1)? 
= u 


2g°(1- a) sin$(1— 2g” 082I+4q), = 23 (—-1)'g * sin(2x—1)9 


1 
erhält. 


Tokio (Yedo), im Februar 1877. 
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Tafeln für die dekadischen Endformen der 
(Juadratzahlen. 


(Von Herrn Schady.) 


Bei zahlentheoretischen Rechnungen kommt es häufig darauf an, zu 
entscheiden, ob eine gegebene Zahl Quadratzahl ist oder nieht. Da man 
von vorn herein weiss, dass die Antwort in der weitaus überwiegenden Anzahl 
von Fällen eine negative ist, so liegt es nahe, auf ein Mittel zu sinnen. 
um von den im Allgemeinen möglichen Fällen eine möglichst grosse Anzahl 
durch eine Vorfrage auszuschliessen und so die Anzahl der Fälle, in welchen 
die zur Entscheidung der Frage nöthige Rechnung durchgeführt werden 
muss, auf eine möglichst kleine Anzahl einzuschränken. Ein solehes Mittel 
ist in den nachstehenden Tafeln I und II gegeben. 

Man zähle von rechts nach links die Stellen, welche die Ziffern einer 
Zahl einnehmen, nenne also die Ziffer, welche die Einer angiebt, die erste, 
diejenige, welche die Zehner angiebt, die zweite u. s.w. Nennt man ferner 
den Complex der ersten 2, 3. 4, 5 Ziffern die zwei, drei, vier, fünfziffrigen 
Endformen der Zahlen, so enthält Tafel I die vierziffrigen Endformen der 
sieben- und achtstelligen Quadratzahlen. Während die vierziffrigen End- 
formen aller Zahlen eine Anzahl von 10000 möglichen Fällen umfassen, 
giebt es deren nur 1044 unter den Quadratzahlen. und diese lassen sich mit 
Rücksicht auf‘ das Verhalten der vierten Ziffer in eine sehr übersichtliche 
Tafel bringen. 

‚s seien die 3 ersten Ziffern der vierziffrigen Endform einer Quadrat- 
zahl fixirt, so rechne man die Endform zur ersten Klasse, wenn die vierte 
Zitfer alle 10 möglichen Werthe haben kann, zur zweiten Klasse, wenn 
die vierte Ziffer alle fünf geraden Werthe und nur diese haben kann, zur 
dritten Klasse, wenn die vierte Ziffer alle fünf ungeraden Werthe und nur 
diese haben kann, endlich rechne man zur vierten Klasse die Endformen 
welche in die ersten drei Klassen nicht gehören. Ueberdies bezeichne man 
in Tafel I die Endformen der ersten drei Klassen in der Weise, dass an 
die Stelle der vierten Ziffer bei der ersten Klasse ein Punkt, bei der 
zweiten ein g oder bei der dritten ein gesetzt werde. Dies vorausgesetzt. 
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Schendel, zur Theorie der Functionen. 





wenn man in ihr q und y durch g’ und +9"""*'y ersetzt, die Relation 
g" "(ct m-+?4 yyarm — Bu (+1)” (tt’Agty) (Fact grmtrrinı y)r, 
aus der durch die Annahme m=nr und m =n-—1 die Formeln 


er | | 
ger = EN riet yi, 
u n } ) 
ENT = (EN laty) ertNikbetgy 
hervorgehen. 
Demnach bestehen die folgenden vier en 
(14 29° 008294 9° = (” ‚)+2z(, :M) q’ 608229, 


nr De 4A—?rın _ en ” In Pr ‘9. 
(1—2g9”""cos2I +") = Er en Bu 6082249, 


2 ne an 
2gtcosd(1+2g” cos2I+ 97" = 22 a q * cos(i&—1)4, 
1ycH an— an 


2g‘ sin$(1— 29” c0s29 +4") = 2 Pr 


q 


aus welchen man für qg=1 die bekannten ee 


2” I = ("*)+2 3(, n RE 


2>an"d = (+ 22 PT. ”” )cos 229, 
an — 


Nn—% 


2") = 22( Fe 3, 


‘ ‘ 2n—1 . ; 
On 1 aIn?n—1 u fs; x-+1 ’ Is __ 
211g = 28(-1°(), )sin2x—1)9, 
und als diesen EEDRPIERAENN für <1l, n=mw die Jacobischen Funetionen 
(1-g”), (1+29°'c0s29+g4”"), = — 1428 4°008229, 
l 


(1-g°)) (1— 29” "00829494, = 1423 (—1)* gq" 608229, 


(?x—1)? 


29° (1—- gr eos9(1+2g”ec0os2I+g"), = 2:4 : 08 (22—1) 9, 


(?x—1)? 
Pe — 


29° (1- 7 sin$(1— 2g” 0829 +4") = 28 (-1tg * sin(2x—1)9 
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erhält. 


Tokio (Yedo), im Februar 1877. 
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Tafeln für die dekadischen Endformen der 
(Juadratzahlen. 


(Von Herrn Schady.) 


Bei zahlentheoretischen Rechnungen kommt es häufig darauf an, zu 
entscheiden, ob eine gegebene Zahl Quadratzahl ist oder nieht. Da man 
von vorn herein weiss, dass die Antwort in der weitaus überwiegenden Anzahl 
von Fällen eine negative ist, so liegt es nahe, auf ein Mittel zu sinnen. 
um von den im Allgemeinen möglichen Fällen eine möglichst grosse Anzahl 
durch eine Vorfrage auszuschliessen und so die Anzahl der Fälle, in welchen 
die zur Entscheidung der Frage nöthige Rechnung durchgeführt werden 
muss, auf eine möglichst kleine Anzahl einzuschränken. Ein solehes Mittel 
ist in den nachstehenden Tafeln I und II gegeben. 

Man zähle von rechts nach links die Stellen, welche die Ziffern einer 
Zahl einnehmen, nenne also die Ziffer, welche die Einer angiebt, die erste, 
diejenige, welche die Zehner angiebt, die zweite u. s.w. Nennt man ferner 
den Complex der ersten 2, 3. 4, 5 Ziffern die zwei, drei, vier, fünfziffrigen 
Endformen der Zahlen, so enthält Tafel I die vierziffrigen Endformen der 
sieben- und achtstelligen Quadratzahlen. Während die vierziffrigen End- 
formen aller Zahlen eine Anzahl von 10000 möglichen Fällen umfassen. 
giebt es deren nur 1044 unter den Quadratzahlen. und diese lassen sich mit 
Rücksicht auf’ das Verhalten der vierten Ziffer in eine sehr übersichtliche 
Tafel bringen. 

Es seien die 3 ersten Ziffern der vierziffrigen Endform einer Quadrat- 
zahl fixirt, so rechne man die Endform zur ersten Klasse, wenn die vierte 
Zitfer alle 10 möglichen Werthe haben kann, zur zweiten Klasse, wenn 
die vierte Ziffer alle fünf geraden Werthe und nur diese haben kann, zur 
dritten Klasse, wenn die vierte Ziffer alle fünf ungeraden Werthe und nur 
diese haben kann, endlich rechne man zur vierten Klasse die Endformen 
welche in die ersten drei Klassen nicht gehören. Ueberdies bezeichne man 
in Tafel I die Endformen der ersten’ drei Klassen in der Weise, dass an 
die Stelle der vierten Ziffer bei der ersten Klasse ein Punkt, bei der 


zweiten ein g oder bei der dritten ein a gesetzt werde. Dies vorausgesetzt. 
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so giebt es nur drei dreiziffrige Endformen vierter Klasse, nämlich 
000, wofür die vierte Ziffer = 0, 


00, - - - .-  =S$, 
625, - - - u’ eh 


Tafel I für die vierziffrigen Endformen der Quadratzahlen. 


0000 9054 g176 „276 .369 9464 .A6l 9644 uT44 us  u936 
.001 .089 ul84 .281 u3T76 u4To 64 .649 gT56 .849 9944 
9004 70% gi u284 9384 „481 569 a6. Tl u u 
.009 9100 .201 .289 u39% 9484 db ubh4 uTbd 9864  . 961 
9016 ul04 u204 u296 9400 .489 ud a6 .769 usT6 9964 
u024 9116 .209 9304 .401 949 456 .681 uTT6 .881 . 969 
.025 .121 u216 u316 9404 2500 u600 ut: gi 9884 HYT6 
9035 ul24 9224 .321 .409 u504 601 .689 uTm .859 u984 
.041 .129 .225 9324 9416 9516 u604 u696 .801 98% 79% 
u044 ul3b u236 .329 u424 .521 .609 704 9804 4900 
.049 9144 .241 4336 9436  u524 ublb uTlb .809  u904 
u056 uldb 924 u344 .441 .529 9624 .721 9816 9916 
9054 .161 .244 4356 wu444 usb (05625 gi24 us24 .921 
u076 „164 09256 .361 .449 4544 u6b36 .729 g835  u924 
.081 .169 uvu6A u364 u456 udsb 641 gib  .84l . 929 


Tafel II enthält die fünfziffrigen Endformen der neun- und zehnstelligen 
(Juadratzahlen. Während die fünfziffrigen Endformen aller Zahlen 100000 
mögliche Fälle umfassen, giebt es deren nur 9161 unter den Quadratzahlen, 
und diese lassen sich wiederum mit Rücksicht auf das Verhalten der fünften 
Zitfer übersichtlich darstellen. Es seien die 4 ersten Ziffern der fünfziffrigen 
Eindform einer Quadratzahl fixirt, so rechne man die Endform zur ersten Klasse, 
wenn die fünfte Ziffer alle 10 möglichen Werthe haben kann, zur zweiten 
Klasse, wenn die fünfte Ziffer alle fünf geraden Werthe und nur diese haben 
kann, zur dritten Klasse, wenn die fünfte Ziffer alle fünf ungeraden Werthe und 
nur diese haben kann, endlich rechne man zur vierten Klasse die Endformen, 
welche in die ersten drei Klassen nicht gehören. Ueberdies bezeichne man 
in Tafel II die Endformen der ersten drei Klassen in der Weise, dass an 
die Stelle der fünften Ziffer bei der ersten Klasse ein Punkt, bei der zweiten 
ein g oder bei der dritten ein « gesetzt werde. Dies vorausgesetzt, so 
giebt es nur vier vierziffrige Endformen vierter Klasse, nämlich 
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‚0704 
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. 0549 
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. 0881 
u OSN4 
. 0889 
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„0916 
. 0921 
. 0929 
. 0944 
. 0961 
4 0964 
. 0969 
. 0976 
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. 1001 
. 1009 
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. 1025 
. 1041 
u 1044 
. 1049 
. 1056 
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. 1081 
‚1089 
. 1104 
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. 1296 
g 1316 
. 1321 
. 1329 
. 1344 
. 1361 
1364 
. 1369 
. 1376 
u 1396 
. 1401 
. 1409 
. 1424 
. 1441 
1444 
. 1449 
. 1456 
g 1476 
. 1481 
. 1459 
. 1504 
. 1521 
u 1524 
. 1529 
. 1536 
u 1556 
. 1561 
. 1569 
. 1584 
. 1600 
. 1601 
g 1604 
. 1609 
. 1616 
q 1656 
. 1641 
. 1649 
. 1664 
. 1681 
u1684 
. 1689 
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u 1716 
. 1721 
. 1729 
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. 2089 
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. 2489 

. 246 
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2516 
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. 2544 
. 2561 
4 2564 
2569 
. 2576 
259 
. 2601 

. 2609 

. 2624 

. 2641 
u2644 

. 2649 

. 2656 

u >HT6 

. 2681 

. 2689 

. 2704 
22 

g 27124 

. 2729 

. 2736 

4 2756 

. 2761 

. 2769 

. 2784 

. 2801 

u 2804 

.„ 2809 

» . 2816 
u 2836 

. 2841 

. 2849 

. 2864 


nn 


- 


. 2881 
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JSN4 


. 28589 


. 2859 
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2900 
2916 


. 29921 
. 2929 
. 2944 


. 2961 
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24 
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. 2976 


2996 
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3009 
3024 


3025 


3041 


3044 
3049 
3056 
3075 
5308] 
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3104 
3121 
3124 
3129 
136 
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3169 


‚3184 
. 3201 


3204 
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3216 


. 3449 
. 3456 
u 346 
. 3481 
. 3489 
3504 

. 3521 
y 3524 
3029 

. 3956 
39096 
3561 
. 3569 
‚3084 
. 5600 
,‚360] 
u 3604 
. 5609 
. 3616 
3656 
. 3641 
. 3649 
. 3664 
‚3681 
g 3684 
3689 
. 3696 
g 3116 
84231 
. 3129 
. 3144 
. 9161 
u 3164 
. 3169 
. 3716 
u 3196 
. 3801 
. 3809 
. 38924 
‚3841 
y 3844 
. 5849 


. 3856 


au 
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g 3576 
. 3881 
. 9889 
. 3904 
. 3921 
u 3924 
. 3929 
. 3936 
u 3956 
. 3961 
. 9969 
. 3984 
. 4001 
g 4004 
. 4009 
. 4016 
. 4095 
4 4036 
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‚4041 
. 4049 
. 4064 


18] 
4084 


‚4089 


4096 


1100 


4116 


. 4121 


4129 


. 4144 


1161 
4164 


. 4169 
‚4176 


4196 


. 4201 
. 4209 
. 4224 
‚4225 
. 4241 
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. 4249 


. 4256 


u 4276 
. 4281 
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„4601 
„4609 


Tafel II für die fünfzifirigen Endformen der Quadratzahlen. 
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. 9209 
. 5216 
5225 
u 52: 1) 
. 5241 
. 5249 
. 5264 
. 5281 
4 5284 
. 5289 
. 526 
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. 5321 
. 5329 
. 5344 
. 5361 
u 5364 
. 55649 
. 53576 
u 5396 
. 5401 
. 5409 
. 5424 
. 5441 
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. 5449 
. 5456 
95476 
. 54s1 
. 5489 
. 5504 
. 5521 
u 5524 
. 5529 
. 5556 
u 5556 
. 5561 
. 5569 
. 5584 
. 5600 
. 5601 
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. 5609 
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20 
012.6)5625 
q 5636 
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. 5649 
. D664 
. 5681 
u 5684 
. D689 
. D696 
u 5716 
. 5721 


Man bemerkt leicht, dass hier die letzten drei Ziffern periodisch sind, 
und dass bei der Wiederholung die Bezeichnungen g und u abwechseln. 
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. 5144 
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. 7104 
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. 1289 
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. 9321 
. 9329 
. 9344 
. 9361 
u 9364 
. 9369 
. 9376 
u 9396 
. 9401 
. 9409 
. 9424 
. 9441 
4 9444 
.„u449 

. 9456 
9 9476 
9481 

. 9489 


. 9504 
. 9521 
u 9524 
. 9529 
. 9536 
u 9556 
. 9561 
. 9569 
. 9584 
. 9600 
. 9601 


g 9604 


. 9609 
. 9616 


4 W636 


. 9641 
. 9649 
. 9664 
. 9681 
u 9684 
. 96859 
. 9696 
u 9716 
. 9721 
. 9729 
. 9744 
. 9761 
4 9764 
. 9769 
. 9776 
4 9796 
. 9801 
. 9809 
. 9824 
. 9841 
9544 
. 9849 
. 9556 
u 9876 
. 9881 
. 9889 
. 9904 
. 9921 
9 9924 
. 9929 
. 9936 


4 9956 


. 9961 
. 9969 
. 9954 
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Memoire sur les equations differentielles lincaires A 
integrale algebrique. 


(Par M. Camille Jordan a Paris.‘ 


Introduction. 
M, Fuchs s’est propose (ce Journal, T. 81) de determiner les divers 
types d’equations lineaires du second ordre 
d’u du | 
d.® +f(z) - + fı(z)u = 0 
dont lintegrale generale est algebrique. 
\ h . . . vB; . ‚ 

A cet effet, apres avoir transforme l’equation proposce en une autre 
du 
dz 
sur la theorie des covariants, qu'en designant par x, y deux integrales 


ne eontenant plus la derivee ‚il etablit, par des eonsiderations fonddes 


partieulieres de l’@quation transformee, il existe une fonction entiere et ho- 
mogene p(x,y), d’un degre non superieur & 12, qui soit racine d’une &quation 
binöme ayant pour second membre une fonetion rationnelle de la variable. 

M. Klein a confirme et preeise ces resultats (Sitzungsberichte der 
physikalisch - medieinischen Soecietät zu Erlangen, 26 juin 1876) en sap- 
puyant sur la determination quw'il avait faite pr&ee@demment (Mathematische 
Annalen, T. IX) des groupes d’ordre fini contenus dans le groupe lineaire 
a deux variables. 

Il est aise en effet de se rendre compte de l'identitE de ces deux 
problemes: 

Soit 

a +fi OR aitR ++ fa)u = 0 

une e&quation differentielle lineaire ayant pour coeffieients des fonetions 
monodromes de z. 


Elle a un nombre infini de fonetions integrales, chacune d’elles etant 
determinee par les valeurs que prennent la fonetion et ses m—1 premieres 
derivees pour la valeur initiale de 2. Ces integrales sont toutes des fonctions 
lineaires de m d’entre elles, z,. %, 
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Supposons que la variable z deerive un contour ferme arbitraire. 
Lorsqu’elle reviendra au point de depart, les fonetions #,, %, ... pourront 
redevenir les m&mes, ou plus generalement, auront ete transformees en 
m that, Bu thin tr, u, Pır 2: rs Pa, ... etant des constantes 
dont le determinant est >0. 

L’ensemble des substitutions 


u, Ur. tat. Rt in, 
eorrespondantes aux divers contours fermes que l’on peut tracer dans le 
plan, formera le groupe de l’&quation differentielle proposce. 

Si les diverses integrales #,, ,, ... satisfont & des &dquations alge- 
briques ayant pour coeffieients des fonetions monodromes de 2, une inte- 
srale queleonque 

CU + OU 
naura qu’un nombre fini de valeurs distincetes; et” par suite le groupe de 
l’equation ne contiendra qu’un nombre fini de substitutions. 

Il y a done identit@ entre les deux questions suivantes: 

1’. Enumerer les divers types d’equations differentielles lineaires 
d’ordre m dont toutes les integrales soient algebriques. 

2”. Construire les divers groupes d’ordre fini que eontient le groupe 
lineaire & m variables. 

Dans le Chapitre I du present Memoire nous resolvons ce second 
probleme, pour les @quations du second ordre, par une methode nouvelle 
et direete. Nous trouvons, d’accord avee M. Klein“), qu’en dehors des groupes 
exelusivement composes de substitutions de la forme | 

©, y ax, by 
ou de substitutions de cette forme, eombinees avee une substitution 
e. 9% ey, de 
il n’existe que trois types de groupes d’ordre fini. 
le premier est derive de substitutions des formes suivantes 
a=|s, y ax, ay|, 
A=|z, y ic, —Wy|, 


B=|i2, y ol, 


= $% “a —— (2 —y), m (z+y) 


2 


*) Voir aussi un recent m&moire de M. Gordan (Mathematische Annalen, T. XIN). 
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ot i=V-—1, a et m etant des racines de lunite. 
Le second s’obtient en adjoignant au preeedent une substitution 


1 


D= 2 y nja, m 
ou =1, n etant racine de V'unite. 
Le troisieme type resulte de l’adjonetion de substitutions de lespeee 
a aux suivantes: 


eu 4 O2, Hy, 
, yY Y, -@|, 


2% ,c+uy, uxz—iy 
ou l’on a 
"=1, A= og, WHRH+1=0. 
Dans le Chapitre II, nous etendons cette methode au cas d’un nombre 
queleconque p de variables, et nous arrivons a ce theoreme fondamental: 
Tout groupe G@ d’ordre fini, contenu dans le groupe lineaire a p va- 
riables, contiendra un groupe F de substitutions de la forme 
_ GE GE are 3 3 m: 
auquel toutes ses substitutions seront permutables; et G aura pour ordre Af, 
f etant Üordre de F, et k un entier inferieur a une limite fixe, laquelle ne 
depend que de p. 
Cette proposition, qui ne differe que par l’enonee de celle trouvee 
par M. Fuchs pour le cas ol p=2, peut encore se formuler comme il suit: 
Theoreme I. Si une equation differentielle lineaire 
d’u dr-!u 
1" Da DB 0 So ri Zul dr Free 
a toutes ses integrales aigebriques, ces integrales s exprimeront lineairement 
par les racines d’equations binömes, dont les seconds membres sont des fonctions 
monodromes de t et des racines d’une equation auxiliaire X —). 
Le degre de cette equation auxiliaire sera inferieur a une limite fixe. 
Dans le Chapitre III, nous traitons le cas ou p=3. Les types 
eorrespondants sont les suivants: 
1°. Groupes dont les substitutions sont de la forme 


%, Ya 3 oc+Py, wWc+PYy, y2 


les eoefficients y etant des racines de lunite, et les coeffieients a, , «', 7 
12* 
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etant tels que les substitutions & deux variables 





ey  auıßy, at By 
forment un groupe /' d’ordre fini. 
On obtiendra ainsi cing sortes de groupes differents, suivant le type 
auquel appartient le groupe 7". 
2”. Groupes derives de substitutions de la forme 
2, 8 ax, by, ez 
et de la substitution 
Bei gg 8 ay, bz, cz 





(olı les eoefficients a, b, c, a’, b', ce’ sont des racines de lYunite). 


3”. Groupes obtenus par l’adjonetion au groupe precedent d’une 
nouvelle substitution de la forme 


" 


eo 9% 3 a'y, b’x, d'z 
(ot a”, b", ec” sont des racines de l’unite). 
En dehors de ces groupes, dont lV’existence &tait Evidente, il n’existe 
que quatre types ainsi definis: 
4°. Type derive de la eombinaison des substitutions 


IR EN SANAEETER EE 


m—= 1, 9, 3% MT, my, mz|, { 
A=|s, 93 Te, T'y, |. | 
b= a, y 2 Y; I, 2, ; 

x az —(l+a)y — 2a’ ; 


C= y -(l+ta)e +ay +20’ 





2 € —y—(1+2a)3 
x . . “N . ® , . , . 7 . 
ou 7 est une racine einquieme de l’unite, a un eoeffieient defini par l’equation 
alt+r'—2) =] # 


ee en ice on 
en TE Sr 


et m une racine de l’unite. 
Si m=1, le groupe sera d’ordre 60 et coineidera avec le groupe 
forme par les substitutions qui superposent & lui-m&me l'icosaedre regulier. 
5". Type derive des substitutions 
m=|z, 9, 3 ME, my, mz|, 
A=|s, 9,3 T, %, Oz, 
B a, 9, 3 Y; 3, |, 


D= 2, 9 


l 


je, nj6y, rs, 


& 





e 
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z ra(c+y+6z) 
r"E= |ıy ra(c+9y+-2) 
3 ralczt+Hy+hz) 


ou Von a 
1 


‚ul fü d= 346) 
m*®—=1, r=m“ (ge quelconque, u—0, 1 ou 2). 
Sir et eo se reduisent & Yunite, ce groupe eontiendra 27.24 sub- 
stitutions, toutes de determinant 1. 
6”. Type derive des substitutions m, A, B, sSDE, ou = |, m, m’ 
ou m’, le reste defini comme, au type pr&eedent. 
7. Type derive des substitutions m, A, B, sDE, tED, ou ! =s 
ou ms’, le reste defini comme au type precedent. 
Ces resultats, appliques aux &quations differentielles donnent le theo- 
reme suivant: | 
Theoreme Ill. Si Tequation lineaire du 3° ordre 
d’u 
di’ 


2 
HA + AT + Au = 0 
a ses integrales algebriques, lequation auziliaire X—= (U du theoreme I aura 
pour degre 1, 2, 3, 4, 5 ou 9. Dans ce dernier cas, ce sera une equalion 
Hessienne. 


Chapitre I. Equations du second ordre. 
1. Soit 

S= u, % onm+ßm, yut+da 
une substitution lineaire A deux variable. Elle multipliera la fonetion 
lineaire mu, +», par un faeteur constant s, si l’on a identiquement 

m (en +Pßw)+tn(yu+du) = s(mu + nu) 
d’ou 
am+yn=sm, Pm+dn=sn. 


es deux equations de condition se r&eduiront A une seule, de laquelle on 


v . ’ . FE BT. 
‚ si le determinant caracteristique 


pourra deduire le rapport 
! 


se reduit A zero. 
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L’equation 4 = 0 etant du second degre, aura en general deux racines 
distinetes a et b. Il existera done deux fonctions lineaires x, y des variables 
primitives (fonetions definies chacune & un facteur constant pres) que S 
multiplie respeetivement par a et b. En les prenant pour variables, S sera 
reduite A la forme canonique 

a9 az, by, ou ab. 

Nous dirons dans ce cas que S est une substitution de premiere espece. 

Si les deux racines de l’&quation en S se eonfondent en une seule, 
a, soient z une fonction lineaire que S multiplie par a, y une autre fonetion 
lineaire. Prenant x et y pour variables, S sera reduite & la forme 

az, y az, cer+tdy. 
Son equation caracteristique deviendra 
(a—s)(d—s) = 0 
et comme elle a la racine double «, on aura necessairement d=a. Posant 
pour abreger e=a4, S prendra la forme 
a, y az, aly+ie). 
Nous dirons que S est de seconde espece si A=0; de troisieme espece, iA. 

2. Soit maintenant @ un groupe forme d’un nombre limit de sub- 
stitutions lineaires. Il ne peut contenir aucune substitution S de troisieme 
espece. Car il contiendrait ses puissances, qui ont pour formule generale 

Ss" = 2, y d«z, a”(y+mix) 
et sont evidemment en nombre illimite. Quant aux substitutions de premiere 
espece, leurs puissances ont pour formule 
S" = |z, y a"z, b"yl 
et seront en nombre limite, lorsque a et b seront des racines de l’unite. 
De m&me pour les substitutions de seconde espece. 

3. Nous designerons pour abreger par a la substitution de seconde 
espece x, y az, ay. Üette substitution, multipliant &videmment par a 
toute fonetion lineaire de x, y, conservera sa forme pour tout changement 
lineaire de variables; et (ce qui est au fond la m&me chose) elle est 
echangeable A une substitution lineaire queleonque *). 











*) Definitions: On appelle iransformee de S par T la substitution T"'ST. 
Si T-IST=S, doüu ST=TS, les substitutions S et T sont dites echangeables. 
Les transformdes par T des diverses substitutions d’un groupe @ forment un 
gsroupe @', transforme de @ par T. 
Si @' —=G, on dit que le groupe @ et la substitution T sont permutables. 
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4. Soit maintenant 
S=|z, y az, by 
une substitution de premiere espece; et cherchons A quelles conditions sa 
transform&e par une substitution lineaire (de determinant >0), telle que 
I=|2, y ec+/yY, ya+dy 
aura elle-m&me la forme canonique. 
Soit 
UÜ=|2, y oz, dy 
cette transformee. On a U=T"ST, doüu ST=TU. Mais on a 
= | y oacz+Pby, yaz+dby 
TU = |z, y c(ez+Ppy), d(yz+dy) 
d’ou les equations de condition 
oa=oc, Bb=Pc, ya=yd, db=dd. 
D’ailleurs ad—Py>0, et a>b. Ües dquations ne pourront done £tre 
satisfaites qu’en posant ou bien 
1) A=y=0, c=a b»-d 
d’ou 
2) VU=24 Ti d un, 8, 
ou bien 


d’ou 
4) U=|, 4 ba, ag, T=iaz, y Py Yal. 

Les relations que nous venons de trouver nous permettent d’Enoncer 
la proposition suivante. 

Theoreme. Pour quune substitution T soit echangeable a une sub- 
stilution S de premiere espece, il faut et il suffit qu’en choisissant les variables 
independantes x, y de maniere a reduire S a sa forme canonique, T prenne 
egalement la forme canonique. 

On en deduit cette consdquence £vidente: 

Les diverses substitutions T, T', ... echangeables a une substitution 8 
de premiere espece sont echangeables entre elles. 

9. Nous sommes actuellement en mesure de signaler deux types 
de groupes d’ordre fini *). 


*) On nomme ordre d'un groupe le nombre de ses substitutions. 
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Premier type. On l'obtiendra en combinant ensemble des substi- 
tutions eanoniques 


.) Seele ax, b 
( y y 





‚S=isy ds, by|, 
en nombre fini queleonque, otı les coefficients a, b, a’, b’, ... soient des 
racines de Yunite. 

Tout groupe G@ forme d’un nombre fini de substitutions echangeables 
entre elles appartiendra a ce type. En effet, si parmi les substitutions dont 
il est derive il en est une S de premiere espece, ramenons-la & sa forme 
canonique S=|z, y az, by. Les autres substitutions S’, ... du groupe, 
etant Echangeables & celle-la, prendront egalement la forme canonique. Si 
au contraire toutes les substitutions de @ sont de seconde espece, elles au- 
ront la forme eanonique, quel que soit le choix des variables. 

6. Deuxieme type. Pour le former, adjoignons au groupe @ 
dderive des substitutions (5.) une substitution de la forme 

6) T=i,y 9 ke 
ot k soit une raeine de lunite. Le groupe obtenu par cette adjonction 
eontiendra les substitutions (5.), leurs transformees 
x, y ba, ay,, is, y ba, ady, 
par la substitution T, et la substitution 
T= x, y kx, ky)\. 

Ces substitutions combindes ensemble, donneront un groupe @ appar- 
tenant au premier type et d’ordre fini. La substitution T &tant Evidemment 
permutable A ce groupe @', lequel contient d’ailleurs T’, il est elair que son 
adjonetion au groupe @' doublera le nombre de ses substitutions. 

7. Tout groupe H d’ordre fini, dont les substitutions sont permutables 
a celles d’un groupe @' du premier type, lequel contient une substitution S de 
premiere espece, appartiendra au premier ou au second type. 

Choisissons en effet les variables x, y de maniere A ramener les 
substitutions de @' & la forme eanonique. Toute substitution de H, trans- 
formant S en une autre substitution canonique, sera de une des deux formes 


2, y andy, y Py Ye. 
Si toutes les substitutions de H sont de la premiere forme, H appartiendra au 
premier type. Siau contraire H eontient des substitutions de la seconde forme, 
elles resulteront evidemment de la combinaison d’une seule d’entre elles 


T=|z, y Py; YE 
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avee les substitutions de la premiere forme que H contient. Üelles-ei forment 

un groupe du premier type et ne changent pas de forme si Von prend pour 

variable Ay =y' a la place de y; changement qui donne & T la forme 
©, Yy  y, ka 

en posant pour abreger Py = k. 

8. Cherchons & determiner les groupes d’ordre fini qui peuvent 
exister en dehors des types ei-dessus. 

Soient @ un semblable groupe; 2 son ordre; g le groupe form£ 
par celles des substitutions de @ qui sont de seconde espece; ® son ordre. 

Considerons une substitution S, arbitrairement choisie parmi les sub- 
stitutions de premiere espece que @ contient. Celles des substitutions de 
G qui sont Eechangeables a S forment un faisceau F, contenant Eevidemment 
toutes les substitutions de g; lVordre de ce faisceau sera done un multiple 
de w, tel que uw. Dailleurs « sera —>1, puisque F eontient la substitu- 
tion S, qui m’appartient pas & g. 

Si nous prenons successivement pour point de depart les diverses 
substitutions S, S’,... de premiere espece que @ contient, nous obtiendrons 
une suite de faisceaux F, F', ... dont ehacun contiendra toutes les substitu- 
tions de g. 

Au contraire, une substitution S de premiere espece ne peut &tre con- 
tenue dans deux faisceaux differents de la suite F, F', ... Supposons en 
effet que S soit contenue dans le faisceau F'. Les substitutions de «ee 
faisceau, €tant echangeables a S’, seront echangeables entre elles (N®. 4. 
Klles sont done &changeables a S, et par suite appartiendront au faisceau' 
F. Done F' est eontenu tout entier dans F. le&eiproquement, F contenant 
F', contiendra en partieulier la substitution S’ et par suite sera eontenu 
dans F'. Done les faisceaux F et F’ seront identiques. 

9. Cela pose, admettons que la substitution S ait ete reduite a la 
forme eanonique 

GG) Bis g az, by, 
Le faisceau correspondant F sera forme de celles des substitutions de @ qui ont 
egalement la forme canonique. Soit E le groupe form& par celles des substi- 
tutions de @ qui sont permutables a F; ses substitutions, devant transformer 
S en une substitution canonique, sesont d’apres le N®. 4. de l’une des formes 
8) Is, y as, dy|, 


9) | 9 Py Yaı 
Journal für Mathematik Bd. LXXXIV. Heft 2 u. 3. 13 
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Celles de ces substitutions qui sont de la forme (8.) ne seront autres 
ue les uw substitutions de F. 

Sl y a des substitutions de la forme (9.), il y en aura &videmment 
«o, qui s’obtiendront en multipliant V’une queleonque d’entre elles par les uw 
substitutions de F. 

L’ordre de E sera done kuw, k etant egal A 2 ot & 1, suivant que 
@ contiendra ou non une substitution de la forme (9.). Par suite, le nombre 
des faisceaux distinets F, F,, ... transformes de F par les 2 substitutions 


de @, sera =. Chacun d’eux eontient d’ailleurs les ® substitutions de 


g, et (u—1)w substitutions de premiere espece. Le nombre total des sub- 
stitutions de premiere espece contenues dans les faisceaux F, F,, ... sera 


/ \ 2 u—1 
done egal A Tao #-Do — 0: Br 


Si la suite F, F’... eontient un faisceau F', autre que F et ses 
transformes; soit «uw son ordre, on verra de m&me que F’ et ses transformes 
. er a . “x r , 
eontiendront 42 ge - substitutions de premiere espece, 4’ etant Egal & 1 
ou Aa 2. 
Continuant ainsi jusqu’a ce qu’on ait Epuise le nombre des faisceaux 
F, F', ... on voit que le groupe @ contient en tout 


— 4 
LP) Mi» 4 Far „ur | 
substitutions de premiere espece. Il en contient d’ailleurs » de seconde 


espece. On aura done l’Egalite 
” ‚4 | 
BEZ, 6 +)t+o = 0 


d’ou 





1 a w—1 

ku k’ u! 

10. I s’agit de diseuter cette formule. A cet effet nous remar- 
querons que (2 etant fini et positif, son denominateur doit &tre positif. D’autre 


part, @ contenant le groupe E, d’ordre kuw, on doit avoir 2—Zkuw. On 
doit m&me exelure l’hypothese 2=kuw; car si cela avait lieu, @ se con- 
fondant avec E, appartiendrait au premier ou au second type (NP°., 7.). 

Er 


Cela pose, chacun des termes - Fran 7 . etant au moins 


Re 
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# 
en & egal a | (puisque k— 2, u — 2), il faudra, pour que le d@enominateur de 
4 . .,.n ‘ , x ® \ ® 
2 0 soit positif, que leur nombre ne surpasse pas 3. D’ou trois cas a diseuter. 
3 
ni 11. Premier cas: Il wexiste qu’un terme -* On aura 
2 | u 
w [07] 177) — 
i 2 = —— , % > kuw 
1e { 6 I i— —+ 
R ku ku ku 
re j 
in ce qui est Impossible (No. 10). 
.. i a1 u'—1 
12. Deuxieme cas. Il existe deux termes _ et ———. 
de ku k' u 
“ Sik=k=1, ehacun de ces deux termes etant au moins &gal A 4. 
wi le denominateur de (2 ne pourra &tre positif, consequence absurde. 
‚ic % 
Sik=#4=2, on aura 
Si = 5 <2uw 
ses ; e , 7 Bi 2 
# 
1E8 & zu u 2 u' 
' i eonsequence absurde. 
; Soit enfin k=2, #=1. On aura 
% a 
LUX 3 2 = Free R 1 
| .. — ——— 
; 2u u 
; Si «3 le denominateur de (2 ne pourra &tre positif. 
! Si «"=2, on aura 
nde } r 
2—=- Z—. 2uw 
2u 
et @ appartiendra au second type. 
' Enfin, si «=35, il viendra 
' tr 3—u 
tr 2u 
1ar- ! | MAR # u MR > 
Ri Pour que son denominateur soit positif, il faudra poser u = 2, d’ou 
On | 2 = 12w. 
: l- 11 . nd h 5 u —t fl Mt 
r | 13. Troisitme cas. II existe trois termes n —, fi ie 
ku k' u k'' u 
Si Yun des nombres Ak, k', k" etait egal & 1, le terme correspondant 
Bun etant — 4 et les autres — 4}, le denominateur de (2 ne pourrait &tre positit. 
| 13* 
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Soit done k=kK=Kk"=2. On aura 


[07] 


RR re: 
arg, tgat 5 


un 
Pour que le denominateur soit positif, il faudra que un au moins des termes 
I 1 


- \ ’yys$ re) l 
u b) u’ b) Zu" SUTPAasse 6 . 


Soit done dot «"<3. On en deduira 


ER. i > 1 
2" _ 6 


u" =2, A= —— — = 
% { 
4 + Zu + Zu 
) | .: . 
L’un au moins des termes 5, 9, , devra surpasser 4. Soit done 57 > 3%: 
u’ 2u 2u 
On en deduira «<4. 
Si «=2, il viendra 
[07] 
= > 2uw 
rg 


et (2 appartiendra au deuxieme type. Il en sera de m&eme si u =2. 
Soit enfn «=3, avec u >2. I] viendra 


7 12uw 
= — _— m —— 
BE 1 b—u 
ET Du 
On pourra supposer 
u =3, dou 2=12w, 


u=4 don 2=24w, 
u=5, down 2=60w. 
Nous obtenons done le theoreme suivant: 

Theor&me. Tout groupe G, d’ordre fini, et n’appartenant pas aux 
deux types deja etudies, a pour ordre rw, r designant Tun des trois nombres 
12, 24, 60. 

14. Le probleme etant ainsi nettement eirconserit, procedons A la 
construction de ces groupes. 


. (4 » . . , u ME n x 
Considerons dans ce but la fonetion lineaire 3 = a: ou m, n, 


p, g sont des constantes arbitraires. Les » substitutions de g, multipliant 
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z et y par un me&me facteur, nm’altereront pas cette fonction. Le nombre 
des transformees distinetes 2, z,, ... de la fonetion par les rw substitutions 
de @ sera done egal A r. 

Chaque substitution de @ permutera les unes dans les autres les r 
fonetions 2, 21, ... Les divers deplacements de ces fonctions operes par 
les substitutions de @ formeront &videmment un groupe Z' d’ordre r, isomorphe 
X @ (d’est-A-dire tel qu’ä chaque substitution de @ corresponde une seule 
substitution de /' et quwiau produit de deux substitutions de @ corresponde 
le produit de leurs eorrespondantes). KReeiproquement, A chaque substitution 
de /' correspondront dans @ & substitutions, qui s’obtiendront en multipliant 
l’une d’elles par les substitutions de g. 

15. Il ne peut exister aucun groupe d’ordre premier, contenu dans I' 
et permutable a ses substitutions. >Moit en eftiet $ un semblable groupe:; il 
serait forme& des puissances d’une seule substitution eireulaire &. Soit 8 
l’une des substitutions de @ qui correspondent A 8. Le groupe F, form 
par celles des substitutions de @ qui correspondent A celles de &, resultant 
de la combinaison des puissances de S avec les substitutions de g, ses substi- 
tutions seront @changeables entre elles. D’ailleurs les substitutions de /' 
etant permutables & 2, celles de @ le seront @evidemment A F. Done @ 
appartiendra au premier ou au second type (N°®, 7.), eontrairement A notre 
supposition. 

16. Ces preliminaires poses, trois cas seront A discuter, suivant la 
valeur de r. 

Premier cas. Soit dabord r=12. D’apres un theoreme de 
M. Sylow (Mathematische Annalen, T. V), r €tant divisible par 3 sans l’ötre 
par 3°, le groupe /' contiendra des groupes 4, S', ... d’ordre 3, en nombre 
3e+l1, « etant un entier; ces groupes sont les transform&s d’un seul d’entre 
eux 4 par les substitutions de /'; et si 37 est l’ordre du groupe forme par 
celles de ces substitutions qui sont permutables a 4, on aura 

(11) 12 = 3P(3e-+1). 
Cette egalitE ne peut avoir lien que i=leta=]1. Il y aura done 
yuatre groupes d’ordre 3, que les substitutions de /’ permuteront ensemble. 
Les deplacements de ces groupes formeront un groupe transitif @' entre, 4 
yuantites, lequel sera Evidemment isomorphe ä& 7‘, et par suite A @. 


Soit / le nombre des substitutions de /' qui correspondent & chaque 
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ut ii 12 oh 
substitution de @'; Vordre de @' sera evidemment D’ailleurs @' etant 


transitif entre 4 quantites, son ordre est un multiple de 4. Done !=3 oul. 
Si / etait egal a 3, les substitutions de @’' etant permutables au 
groupe forme par la substitution 1, celles de Z' le seraient au groupe d’ordre 
3 form€ par ses eorrespondantes, ce qui est impossible (N°. 15... On aura 
done 7= 1; done @’ sera d’ordre 12 et par suite ne sera autre que le groupe 
altern€ entre 4 lettres. _ 
17. Soient @, ß, y, Ö ces quatre lettres. Le groupe @ s’obtiendra 
en combinant au groupe @, derive des substitutions binaires 
A’ = (ap) (yo, 
B' = (Py)(@0) 
la substitution ternaire 
0 = (apy) 
laquelle transforme A’, B en B', A’B'. 
Soient A, B, C des substitutions arbitrairement choisies parmi celles 
de @ qui correspondent respeetivement & A’, B’, €’. La substitution 
(A'’B'\".C'.A’B.C' 
laquelle se reduit & A’, aura pour correspondante 
(AB)"'.C".AB.C = A 
dont le determinant, etant le produit des determinants de ses composantes 
(qui sont reeiproques les unes des autres), se reduit & l’unite. 
De m&me, &A la substitution 
C"AC=P 
correspondra la substitution 
C'AC=B 
de determinant 1. D’oü ce resultat: 
Le groupe @ contient des substitutions A et B de determinant 1 et 
respectivement correspondantes a A’ et B'. 
18. Construisons ces substitutions. 
Supposons les variables choisies de maniere A ramener A & sa forme 
canonique 
x, y az, by|. 
On aura ab=|1. 
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D’autre part, A’ ne se r@duisant pas a lunite, mais son carre s’y 
reduisant, A? multipliera z et y par un m&@me facteur sans que A jouisse 
de cette propriete. On aura done 

a>b, a =b’ 
d’ou 
"=ab=1 a=—b=i. 
(12) A= z y iz, —iy\ 

19. Passons a la substitution B. Puisque BD’ est echangeable A A’, 
B transformera A en mA, m designant une substitution qui multiplie x et y 
par un m&me facteur m. Mais A ayant l’unit€ pour determinant, le deter- 
minant de la transformee, qui est m’, doit aussi se reduire A Vunite. Done 
m= +1. 

Si m etait egal A lunite, B serait de la forme 

z, y as, by 
(N®, 4.) et B’ etant d’ordre 2, on trouverait comme tout A lV’heure 
a=—b=+Hti 
et par suite 
B=+A. 
Les deux substitutions A et B ne differant que par un facteur constant + 1. 
leurs correspondantes A’ et B’ devraient &tre identiques, ce qui n'est pas. 
On aura done m = —l, et B sera de la forme (N. 4.) 
2,94 a bei, 
On peut d’ailleurs supposer a=1, car rien n’empeche de prendre pour 
variable ay au lieu de y. Cela pose, pour que B ait llunite pour deter- 
minant, il faudra quon ait b=—1, et par suite 
13.) B=|z,y 9, -e\ 

20. Soit maintenant C une des substitutions de @ correspondantes 

a 0. Des &galites 
rACcC=B, BEC=AB 





on deduira 
C"AC=mB, C"BC=nAB, 
m et » Etant des substitutions qui Multiplient z et y par un m&me facteur 


constant m ou n. LÜes facteurs doivent &tre egaux & +1 pour que les 
transforme&es aient encore pour determinant l’unite. 
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Soit done m= (—1), n=(—-1)‘. On aura C = A"B?C, C etant une 
nouvelle substitution appartenant egalement & @, et transformant A et B 
en Bet AB. 

Soit 
x Jr+uy 
yorztoy 


\ 


On aura 
(14.) AC=CB, BC=CAB. 


Mais on a 


AC= 8, y kiv—uiy, vie—oiy, 
CB= z, y vı+toy, —kz—uy|, 
BC = |z, y Ay-usz, vy—or, 


CAB = z, y -i(vrzt+toy), —i(lc-+uy). 


les identites (14.) donneront done 


v=liı, 0=-—ui, vi=—h, u=dti, 
u=vi, A=z—i, 0=Äli, v=—ui 
dou 
u=—ı, v=hi, 0=M 
| i 1—i 
et par suite, en posant A=m- ge 
| 1—i 
7 m. -(e2-Y) 
m) Ce 


y m a (c-+Y) 
substitution qui aura m’ pour determinant. 

Le groupe cherche @ sera derive des substitutions A, B, C, jointes 
ä des substitutions de seconde espece, m’, m", .... 

21. TI est aise de voir que l'ordre du groupe ainsi construit est 
bien 12w. En effet, chaeune de ses substitutions transforme eireulairement 
les unes dans les autres les trois substitutions A, B, AB, ou les transforme 
chacune en elle-m&me (au faeteur pres +1). Son ordre est done &gal A 
302’, 2’ &tant Vordre du groupe forme par celles de ses substitutions qui 
transforment A, B, AB en elles-m&mes (au faeteur pres +1). Uelles-ei 
sont evidemment de la forme A°“BPT, « et 2 etant egaux A 0 oaüuAl, et 
T etant l’une des substitutions @echangeables A la fois a Aetä B. On 
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aura done 2!=402", 2” etant le nombre des substitutions T. Celles-ei 
&tant &changeables & A, seront de la forme 


zz, y az, by 

et l’on verifie immediatement que pour qu’elles soient &changeables & B, 
il faudra qu’on ait a=b. Les T se reduisent done aux w substitutions de 
seconde espece que @ contient. 

On remarquera que pour que @ ne contienne quun nombre limite 
de substitutions, il est necessaire que m soit une racine de l’unite. 

22. Deuxieme cas. Soit r=24. Le groupe 7’ contiendra 3e+1 
groupes d’ordre 3 (T'heoreme de Sylow), et l’&quation 


24 = 3P(3a+1) 


montre que l’on aura $=2, @«=1. Il existera un groupe @ entre 4 lettres 
et isomorphe & 7’ (Voir le N°. 16 pour les details). 


24 . . 
Son ordre sera 7, et comme il est un multiple de 4, / sera un 


diviseur de 6. Il ne pourra @tre un nombre premier 2 ou 3 (Voir le N°, 16). 
D’autre part, s’il &tait egal A 6, 7’ contiendrait un groupe 7, d’ordre 6 et 
permutable & toutes ses substitutions. Ce groupe 7, eontient d’ailleurs un 
groupe /7, d’ordre 3, lequel est unique (Theoreme de Sylow). Les substi- 
tutions de /’ etant permutables & /,, le seraient & /;, ce qui est impos- 
sible (N°. 15). 

On aura done !=1, et le groupe @, d’ordre 24, eontiendra toutes 
les substitutions possibles entre 4 lettres «, P, y, d, entre autres les sub- 
stitutions 

A'=(aß)(yd), B=(Py)(ad), U'=(afy). 

Celles des substitutions de @ qui correspondent A ces substitutions, 
formeront un groupe, derive des substitutions A, DB, C jointes & des substi- 
tutions de seconde espece (Ns, 18 & 20). 

23. On obtient le groupe @ en combinant aux substitutions pre&ee- 
dentes A’, B', C’ la substitution 

D' = (aypÖ) 
laquelle transforme A’ et B' en A’ et A’B'. 

Soit D une des substitutions qui lui eorrespondent dans @. Elle 
transformera A, Ben +A, +AB, et par suite sera de la forme A®BFD, 
D &tant une nouvelle substitution &changeable A A et qui transforme B en AB. 

Journal für Mathematik Bd. LXXXIV. Heft2 u. 3. 14 
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Pour que D soit &changeable & A, il faut quelle soit de la forme 
2, y ax, by\. 
On doit avoir en outre 
BD= DAB. 


Mais on a 


I 


BD z,y ay, —bz\, 
DAB= z,y -—biy, -aie. 
On devra done avoir b=ai, et si nous posons a=nj, j €tant une racine 
huitieme de Yunite, il viendra 
(16) D=|z,y njs, nj'y\. 

24. On verifiera, comme au N°. 21, que le groupe @ derive des 
substitutions A, B, C, D, jointes & des substitutions de seconde espece 
m, m", ... a bien pour ordre 24 w, 

25. On peut d’ailleurs sans ineonvenient supposer m = 1 dans l’ex- 
pression (15.) de la substitution €. En effet, cette substitution, dont la 
troisieme puissance se r&duit A la seconde espece, correspondra dans @ & 
une des quatre substitutions eireulaires ternaires 0, ACA', BC'B, 
(A’B/)"C’A'B’' qui transforment A’ et B’ en B' et A’B’. Supposons pour 
fixer les idees qu'elle corresponde & C’. Le groupe @’ contient la substitution 

Ss’ — (a). 
Soit S Vune de ses correspondantes. A la substitution 
ESICH = C 

eorrespondra la substitution de determinant 1, C"S’CS=C,. Mais C est 
une autre correspondante. Done C, ne differera de C que par la valeur 
du faeteur constant m, lequel devra s’y reduire & +1. Dailleurs @ con- 
tenant la substitution A’= —1, eontiendra A la fois la substitution ©, et la 
substitution —C,. Il est done permis de supposer m=-+]1. 

26. Troisieme cas. Soit r=60. On verra comme dans les 
deux cas precedents 1”. que Z' contient 5«@+1 groupes d’ordre 5; 2°. que 
oe — 1 (en vertu de l’equation 60 =5P(5«+1)); 3°. que 7’ est isomorphe 
a un groupe entre 6 lettres et d’ordre 60. 

Mais on sait qu’il n’existe qu’un groupe d’ordre 60 entre 6 lettres, 
lequel est isomorphe au groupe alterne entre 5 lettres. Done @ sera iso- 
morphe & un groupe alterne @' entre 5 lettres. 
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Soient S’ et T’ deux substitutions de @, non &changeables entre 
elles; S et T des substitutions correspondantes arbitrairement choisies dans 
G. La substitution 

"TTS T= U 
aura parmi ses correspondantes la substitution S"T"ST=U de deter- 
minant 1. 

Soient maintenant V’, W', ... les diverses substitutions de @'; V, W, ... 
des substitutions arbitrairement choisies parmi leurs correspondantes. Les 
substitutions 

a) er, RT, 
transformees de U’, auront parmi leurs correspondantes les substitutions 
U, VTUV, W'UW, 
de determinant 1. On sait d’ailleurs que toute substitution de @' r&sulte de 
la combinaison des substitutions (17.). Done ehaque substitution de @' aura 
parmi ses correspondantes au moins une substitution de determinant 1. 

Ces substitutions de determinant 1 formeront un groupe @, eontenu 
dans @; et ce dernier groupe resultera evidemment de la eombinaison de 
G, avec des substitutions de seconde espece. 

Tout se reduit done & former le groupe @,. 

27. Le groupe @ est derive des substitutions 

A= (aßyde), 
B' = (Pe)(y0), 
C = (Pö)(ye). 
Cherehons A construire leurs eorrespondantes dans @,. 
Supposons A ramene A la forme canonique 
A=|z, y az, by|. 

On aura ab=1. 

D’autre part, A” se reduisant & lunite, on aura @® = b’, d’ou a” =1. 
Done a=6, b= 6",  &tant une racine primitive de l’une des deux &quations 

er, Fl 


On aura par suite 
18.) A=|», y 0, 'yi. 

28. En second lieu, B’ transformant A’ en A’, sa correspondante 

14 * 
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B transformera A en 
mA" = |z, y mO'z, möy\. 
Pour qu’une telle transformation soit possible, il faut (N°. 4) qu’on ait 
9=md"', md= 0, 
ou 
9"'=mh", = m. 
Le premier systeme d’&quations donnerait = 1, ce qui est absurde. 
Le second donnera m=1. 
La substitution B sera de la forme 


I y ay, dm 
(N°, 4). On peut supposer @«=]1, et comme B a 1 pour determinant, on 
en deduira d= -—1, d’ou 
19) B=|z,y 9, -e!. 


29. Avant d’aller plus loin, remarquons qu’on peut supposer ® = —1. 
‘ En effet, @ eontenant A et B, contiendra la substitution 


AB’ = |z, y —-dz, —H'y| 


qui correspond & A’, ainsi que A, dont elle ne differe que par le signe de 
9; d’ailleurs si l’on avait ®=1, on aurait (-O)’ = —1. 
30. Soit enfin 


C=|z, y katuy, vetoy) 
une substitution correspondante & C’. Soient x’, y’ les variables indepen- 
dantes qui la rameneraient & sa forme canonique 


' 


C=|e, y ar, by). 


On aura ab =|1. 
D’autre part, C” se reduisant & l’unite (sans que C’ s’y reduise), C ne 
sera pas de seconde espece, mais C? en sera. On aura donc 
ab, ® = b’, 

d’ou 

a=—b=Hi 
et enfin 

a+b =. 


Mais a et b etant les racines de l’equation earacteristique 
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leur somme est 4+e. On aura done 
En second lieu, la substitution 


BC = |z, y —us+iy, —oxcH+tvy)| 
a pour correspondante B’C’ dont le carre est Egal A Tunite. On aura done 
comme tout & l’heure 
(21) —u+r =. 
En troisieme lieu, consid@rons la substitution 
AC=|z, y Mr tugty, vhctoh°y|. 
Soit 
" " " 2 
=, 43 u, By 
sa forme canonique.. On aura encore ab=]1. Dautre part, sa corre- 
spondante 
A”C = (ael) 
etant d’ordre 3, on aura 


oo ir, 
do @® = +1. 
Il est permis de supposer a =—1. Car & la substitution €’ corre- 
spond outre la substitution C, la substitution B’C = —C qu’on pourrait con- 


siderer s’il le fallait & la place de €. 
Done a et b seront les racines de l’&quation 


et auront pour somme l’unite. 
Cela donnera l’&quation 
(22.) A0®+00”° = 1. 
Enfin, C ayant l’unit€E pour determinant, on aura 
(23.) 4e-ur =1. 
3l. On deduit des &quations (20.), (21.), (22.), (23.) 


1 
#951 
2) =, 


(24) i=-o= 


et enfin 
26.) +41 = 0. 
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Cette derniere @quation donne pour u deux valeurs egales et contraires. 
II semble done qu'on puisse construire de deux manieres differentes le 
groupe @,. Mais on voit immediatement que les deux groupes ainsi ob- 
tenus sont transformes l’un dans l’autre par la substitution 

2,y 2,-y. 
Ils ne different done que par la notation. 

32. Il reste & prouver que le groupe @ derive des substitutions 
A, B, C jointes A des substitutions m, m’, ... de seconde espece, a bien 
pour ordre 60 w. 

Remarquons & cet effet que les six fonetions 
27) Y9=arYy, 9.= (lH z+ud"y)(u®z—ı0°y) a=0, 1,2, 3,4 
sont permutees entre elles, A des facteurs constants pres, et d’une maniere 
deux fois transitive, par les substitutions de @. 

En effet, les substitutions m, m’, ... les multiplient par des facteurs 
constants, et l’on verifie sans peine que A les transforme respectivement 
en P, Pi, Pr, P5, Pr, Qu; que B les transforme en —Y, —- po, —YPn —P;, 
—(,, —Y,; enfin que C les transforme, & des facteurs constants pres, en 
Po, P, Pı, Ps, Pr, Pr- 

L’ordre de @ sera done Egal a 6.52’, 2’ etant l’ordre du groupe 
H form& par celles de ces substitutions qui multiplient $ et g, par un simple 
facteur constant. 

Or les substitutions de H, multipliant g par un facteur constant, 
seront de l’une des deux formes 

(28) |z, y az, by|, 
(29) |z, y ay, bz.. 
Parmi elles, se trouve la substitution B, qui appartient ä& la seconde forme; 
et l’on aura evidemment 2!=202", 2" etant le nombre des substitutions 
de A qui sont de la forme (28.). 
Or une substitution de cette forme transforme Y, en 
(kaxz+uby)(uar—ıby) 
qui sera egale & Y, & un facteur constant pres, si l’on a 
Ana” _ (w—L)ab _ —Aub 
u 2 77 
Mais A, u, w—4° sont >20. Ües &quations se reduisent done & 
a=ab=b}, 





dou a=b. 
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Les substitutions cherehees sont done de seconde espece, et leur 
nombre 2’ sera egal A w. 

33. Nous pouvons done formuler le theor&me suivant: 

Theor&me. Les groupes d’ordre fini contenus dans le groupe lineaire 
a deux variables peuvent se ramener a cing Iypes. 

Premier type. ses substitutions sont de la forme 
(30.) 

Il soobtient en adjoignant aux substitutions pre- 

cedentes une substitution de la forme 


2, y as, by. 


Deuxieme type. 


31) |z,y ey,de\. 
Troisieme type. Jl est derive de substitutions de la forme 
32.) a=|2,y az,ay 
jointes aux substitutions 
3) A=|z,y is, -iy|l, @=1|1) 
(34) B=|z,y 9 -al, 
(35) mC=|2,y m are (2—y), m a. (z+y)|. 


> 
- 


Quatrieme type. Il resulte des substitutions a, A, B, € jointes a 


une substitution de la forme 


(36) sD=|2,y nja, nj'y|l, (P=l). 
Cinquieme type. Il est derive de substitutions de la forme 
(37.) |2%,y azs,ay 
Jointes aux substitutions 
=.) |2,y4 4, u, (P=1) 
39. | y 9% -e|, (4 = en 
(40) |,y Actuy, ux—-ıy, (W+2R+1=0). 


On peut donner A ces trois derniers types le nom de types fötraedrique, 
octaedrique, icosaedrique. Ils sont en effet respectivement isomorphes aux 
groupes formes par les mouvements qui superposent A eux-mömes ces trois 
polyedres reguliers. 

34. On pourra done avoir eing types d’&quations lindaires du second 
ordre A integrales algebriques. 


Ces integrales donnent lieu aux remargues 
sulvantes: 
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Premier type. Les quantites a, &tant des racines de l’unite, seront 
les puissances de l’une d’entre elles, racine primitive d’une certaine &quation 
binöme X°=1. De m&me les 5 seront les puissances d’une racine primitive 
d’une &quation binöme Y?=1. Cela pose, les quantites x“, y® ne seront 
alterees par aucune des substitutions du groupe; ce seront done des fonetions 
monodromes de la variable £. Les deux integrales particulieres x, y seront 
done des racines d’@quations binömes 

=yl), yYP=y(l 
ou %w, y, sont des fonetions monodromes. 

Deuxieme type. La substitution 


|e, y cy, de| 
transformant 

2, y az, by, 
en 

2, y bz, ay| 


la serie des coeffieients a sera identique A celle des coefficients b. On aura 
done A=.«. Toute fonetion rationnelle de z°, y°, etant invariable par la 
moitie des substitutions de @, n’aura que deux valeurs distinetes. Done 
z°, y* seront racines d’une Equation du second degre, & coefficients mono- 
dromes en E£. 

Troisieme type. Les a sont les puissances d’une racine primitive 
d’une &quation binöme X“—=1. Soit 3 une integrale queleonque de l’&quation: 
3° etant invariable par les ® substitutions a, d@pendra d’une &quation d’ordre 12, 
equivalente A une &quation du 4° degre, a diseriminant carre. Done z° 
s exprimera rationnellement au moyen des raeines de cette &quation du 4° degre£. 
Soit d’ailleurs # une autre integrale queleonque; «“, etant invariable par les 
m&mes substitutions que 2°, sera une fonetion rationnelle de 3° et de t. 

Quatrieme type. M&mes conelusions, sauf que la reduite du 
4° degre nm’aura pas son diseriminant carre. 

Cinquieme type. La reduite sera du 5" degre, & diseriminant carre. 


Chapitre Il. Equations d’ordre p. 
35. Passons aux @quations lineaires d’ordre p. Nous aurons & con- 
struire les groupes H d’ordre fini contenus dans le groupe lineaire d’ordre p. 
36. On verra tout d’abord, comme au N°. 2, que chaque substitution 
d’un pareil groupe aura pour forme canonique 
2, 9 3... az, by, cs, ..-| 
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les coeffieients a, b, ce, ... etant des racines de lunite, et pouvant tre 
egaux OU non. 

37. Soit en second lieu 

S=|ı2,y,3,u®,... az, .ay, c2, cu, ev, 
une substitution reduite A sa forme canonique par un choix de variables 
approprie, et dans laquelle les coeffieients egaux soient mis en Evidence. 
On verifiera aisement que pour qu une substitution lineaire soit echangeable 
a S, il faut et il suffit quielle soit de la forme 
T=|z,y, 3, uev,... axz+Ppy, «z+Py, yz+Jdu, yz+du, ev, 
Plus generalement, pour qu’une substitution lineaire transforme S en une 
substitution canonique $S’, il faut et il suffit quelle soit le produit d’une 
substitution de la forme T par une autre substitution U qui permute ensemble 
les systemes de variables, tels que z, y; z, u; etc. que S multiplie par 
un m&me facteur. 

Il resulte evidemment de la que si m designe le nombre des substi- 
tutions lineaires de la forme T que contient un groupe H, et n l’ordre du 
groupe K forme par celles des substitutions de H qui transforment les unes 
dans les autres les substitutions canoniques telles que S, on aura n = km, 
k designant le nombre des deplacements differents que les substitutions de 
K font subir aux systemes de variables &, y: 2, u: ... ÜCe nombre % est 
evidemment un diviseur de 1.2...p. 

38. Boient 


' ! ' ’ 
= iu... rg, ch Eee, ...|, 
s" zn " A „ „ Fr; ! 
= 2,9, 3, 4W0%,.. adz,ay, cz, cu er, 
etc. 


celles des substitutions de H qui ont la m&me forme que S, et ne different 
les unes des autres que par les valeurs (&gales ou inegales) attribudes aux 
coeflicients a, c, e, ... Nous dirons que ces substitutions forment un fais- 
ceau, si chacune des series de rapports 


c' ce" 

a’ y) a ° 

e' e" 

a’ a"? 
u... 

c’ ’ c'' ’ . 


contient un nombre illimit€E de termes numeriquement distinets. 
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Il importe pour l’etude qui va suivre de bien pre&eiser le sens que 
nous attachons aux mots limite et üllimite. Ils ne sont pas synonymes de 
fini et infini. Nous dirons qu’iun nombre est limite, lorsqu'il est inferieur 
a une limite determinee. Il resulte de cette definition qu’un nombre fini, sur 
lequel on n’a aucune donnee, est illimite: mais il devient limite des qu’on 
parvient & assigner sa limite. 

39. Si le groupe @ forme des substitutions S’, S”, ... n’est pas un 
Eu ia i ce c i 
faisceau, c'est que l'un des rapports —. —, —, ..., par exemple —, n’y 

a a c a e 
prend qu’un nombre limite / de valeurs distinetes. Dans ce cas, celles des 
substitutions de @ dans lesquelles a= ec forment un groupe @,, dont l’ordre 


est / fois moindre que celui de @, et dont les substitutions seront de la forme 


7,9, 2,4, d, ... AT, ay, az, au, ev, 


Si @, n'est pas un faisceau, l’un des rapports —, ..., par exemple —, 
n’y prendra qu’un nombre limite /, de valeurs; et celles des substitutions 
de @, pour lesquelles e=.a, formeront un nouveau groupe @, d’ordre I, fois 
moindre. 

Poursuivant ainsi, on arrivera necessairement & un dernier groupe F 
qui sera un faisceau, ou au groupe $ forme par celles des substitutions 
de H qui multiplient toutes les variables par un m&me facteur. 

Ce groupe $, que nous pourrons appeler le faisceau singulier, existe 
toujours; mais il peut se reduire & la substitution unite. Il est evidemment 
contenu dans tous les autres faisceaux que H peut renfermer. Mes substi- 
tutions gardent la forme canonique quel que soit le choix des variables, et 
sont echangeables & toute substitution lineaire. 

40. Cela pose, nous allons £tablir le theoreme fondamental suivant: 

Theoreme. Tous les faisceauxz que H peut contenir, sont contenus 
dans un seul d’entre eux F,. lequel est permutable aux substitutions de H. 

L’ordre de H est egal au produit de lordre de F, par un entier limite +. 

Le theoreme est evident pour une seule variable. Nous allons le 
demontrer pour p variables, en admettant qwil soit etabli pour moins de p 
varlables. 

41. Cette extension n’offre aucune diffieulte, dans le cas particulier 
ou l’on peut repartir les variables en plusieurs categories, telles que chaque 
substitution de 4 remplace les variables de chaque categorie par des 
fonctions lineaires de ces m&mes variables. 
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Supposons, par exemple. que les substitutions de 4 soient de la forme 


2, Y, 2%, U, .»- e2+Py, ec+Py, yatdut-, yatdut-, 
A ehacune de ces substitutions, faisons correspondre la substitution A deux 
variables 


z,y er+Py, «c+Ny: 


Ces dernieres substitutions formeront un groupe H', isomorphe a H. Soit 
maintenant F un faisceau eontenu dans H. Ses correspondantes formeront 
evidemment un faisceau F contenu dans H. Mais le theoreme est vrai. 
par hypothese, pour le groupe H’, ot il y a moins de p variables. Les 
faisceaux quil contient, et en partieulier le taisceau F’, seront done tous 
eontenus dans un seul d’entre eux ‚5. dont les substitutions pourront se 
mettre sous la forme canonique 
z,y az, by 

par un choix convenable de variables. De plus. les substitutions de H 
seront permutables a celles de ‘7, et en nombre Z’f', #4 etant un nombre 
limite, et f! &etant l’ordre de %. 

Soit de m@me H” le groupe isomorphe & H et formed des sub- 
stitutions 


3, U, 2... yatdur--, yat+lur+-- 


Tous les faisceaux que eontient H”, et en particulier le faiseceau F” 
torme par les substitutions correspondantes a celles de F, seront contenus 
dans un faisceau unique 5. dont on pourra mettre les substitutions sous la 
forme canonique 

u. 
Enfin les substitutions de 4” seront permutables a %, et en nombre A" f 
ou 4” est um entier limite, et f” Vordre de 3". 
Il resulte evidemment de la: 


% 


1’. Que les substitutions de 4 sont permutables au groupe G forme 
par celles de ses substitutions qui sont de la torme 
2 8, U... a, by, ch, du, 
2”. Que leur nombre A est au plus egal a AA”g, g designant 
l'ordre de @. ; 
3. Que F est eontenu dans @. 
Si @ est un faisceau, le theoreme est demontre. 


15* 
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42. Si G@ west pas un faisceau, on pourra en deduire, par le pro- 
cede du N°, 39 un faisceau 5, lequel jouira de la triple propriete qui a 
cteE reconnue au groupe @. 

En effet le procede par lequel on passe du groupe @ au faisceau 
reduit 5 ne presentant evidemment aucune ambiguite quant au resultat final, 
les substitutions de H, permutables ä @, le seront necessairement & 7. 


En second lieu, l’ordre f du faisceau % etant egal A Tun US, I... 
Ei 


sont limites, A sera egal au produit de f par un entier limite —4#4'll.... 
Enfin 75 contient F. >Soit en effet pour fixer les idees 
(41) 12, Y, 3 u, ... az, ay, C3, cu, ...| 
la torme generale des substitutions de 5. 


. c 
Chacun des rapports Fa 


leurs distinetes dans les substitutions de @ et @ fortiori dans celles de F; 
car si cela avait lieu, g serait > f.!l,... Dailleurs F etant un faisceau, 
b ec d 


ER c . ar , .., i 
ceux des rapports —, —, —, —, ... qui ne sont pas &gaux A l’unit€ dans 
re 


ne peut prendre plus de /l... va- 


toutes ses substitutions doivent y prendre un nombre illimite de valeurs 

c 

nn 

substitutions de la forme (41.), et sera eontenu dans ?5. 
43. Abordons maintenant le cas general. 


. . b . “ , u E) .,, 
distinetes. Done — et 7 doivent s’y reduire & Yunite; done F aura ses 


Lemme Il. Ceux des faisceaux contenus dans H dont les substitutions 
sont echangeables a une substitution donnee S (autre que celles de P) sont 
contenus dans un seul d’entre eur F. En outre les substitutions de H qui 
sont echangeabless a S seront en nombre 4f, f etant lordre de F, et 4 un 
entier limite. 

Soit par exemple 

S= 2,9, 3, % .:. 02, Gy, 63, CH, ...|. 

Soit / le groupe torme par celles des substitutions de 4 qui sont 
echangeables a S. Ses substitutions auront la forme 

%, Y, 3, U,... ac+py, «ct y ya+du, Yya+ldu ...| 
N0, 37). Les faiseeaux F,. F,. ... eontenus dans H et dont les substitutions 
sont echangeables & S seront contenus dans /. Le theoreme etant d&montre 
pour ce dernier groupe (N°® 41—42), ces faisceaux seront contenus dans un 
seul d’entre eux F; et l’ordre de / sera egal & Af. 
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Nous dirons que la substitution S est afferente au faisceau F. 

44. Soient maintenant 5, 5, ... eeux des faisceaux de A qui sont 
generauz, e’est-A-dire ne sont eontenus dans aueun autre, 

Lemme Il. Un faisceau quelconque F (autre que $) ne sera contenu 
que dans un seul des faisceauz ‘5. 1; 

Supposons en effet que F füt contenu dans 5 et dans %. Les sub- 
stitutions d’un m&@me faisceau €tant &changeables entre elles, une queleonque 
S des substitutions de F sera @changeable A la fois a celles de % et de %.. 
Si S est choisie de maniere & ne pas appartenir & PD, on en conelut 
(Lemme J) que % et 7, sont contenus dans un m&me faisceau. Ils ne 
pourront done &tre tous deux generaux que sils se confondent. 

Les divers faisceaux F, F,,... (autres que $) que H eontient pourront 
done &tre distribues en classes, en associant ceux qui sont contenus dans 
un m&me faisceau general. 

Corollaire. Tout faisceau F, qui contient le faisceau F appartiendra 
a la meme classe que lui. 

En effet si F &tait eontenu dans % et F, dans ;5,, F serait contenu 
dans 75 et dans %,, ce qui est absurde. 

45. Lemme III. Chaque classe ne contient quun nombre limite 
de faisceauz. 

Soit en effet % un faisceau general, dont les substitutions seront., 
par exemple, de la forme 

z, %, 3, 4, d, ... GZ, ay, C3, Cu, ev, 
Les divers faisceaux contenus dans 5 siobtiendront €videmment par le pro- 
cede suivant: 

On prendra, parmi les substitutions de 5. celles ol les coeffieients 
a, €, e, ... Satisfont A certaines relations d’egalite. Celles ou a=e, par 
exemple, seront de la forme 

iz, 9, 3, %, ®, ... Gz, ay, az, au, ev, .. 
et formeront un groupe @. Si les rapports des coeffieients restants a, e,... v 
prennent un nombre illimite de valeurs, @ sera un faiseeau. Dans le cas 
eontraire, on en deduira un faisceau par le procede du N®. 39. 

Le nombre des systemes d’Egalites que l’on peut £tablir entre les 
coeffieients a, ce, e, .... dont le nombre = p, &tant @videmment limite, et 
chaeun d’eux ne fournissant qu’un faisceau, le nombre des faisceaux ainsi 
obtenus (et qui d’ailleurs ne sont pas ne&cessairement distinets) sera limit. 
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46. Lemme IV. Celles des substitutions de H qui sont echangeables 
a celles d’un faisceau F (autre que b) sont en nombre if, f designant Tordre 
du faisceau general ‘5 qui contient F, et 4 un entier limite. 

En effet, soit par exemple 


It, Y, 2, U, ... az, ay, cz, du, .... 


la forme generale des substitutions de F. Les substitutions de H qui leur 
sont echangeables forment un groupe / et sont de la forme 
2, y, 3,9% ... az+Pßy, W«c+ß'y, yz, du, ...|. 

Le faisceau ‘5, ayant ses substitutions &changeables & celles de F, 
sera contenu dans /. Mais le theoreme £tant &tabli pour ce dernier groupe, 
les faisceaux quil contient seront contenus dans un seul d’entre eux, qui 
se eonfondra avec ‘5, ce dernier faisceau etant general, par hypothese. De 
plus, l’ordre de / sera egal a Af. 

47. Corollaire. Le groupe M forme par celles des substitutions 
de H qui sont permutables a F a pour ordre uf, u etant un entier limite. 

En effet, les fonetions lineaires des variables que toutes les substi- 
tutions de F multiplient par un facteur constant sont: 1”. les fonetions 
lineaires de x, y; 2". les fonctions lin&aires de z, v; etc. Toute substitution 
permutable & F doit done remplacer les uns par les autres ces divers 
systemes de fonetions. Les deplacements operes entre ces systemes de 
fonctions, en nombre —p, forment un groupe, isomorphe a M, et dont 
l’ordre / sera un diviseur de 1.2...p. L/ordre de M sera evidemment egal 
au produit de / par l’ordre du groupe forme par celles des substitutions 
de M qui remplacent x, y par des fonctions de x, y; u, vo par des fonetions 
de a, ve; etc. Ües dernieres sont preeisement les 4f substitutions &chan- 
geables aA F. Done M aura pour ordre /Af= uf, u €tant un entier limite. 

48. Lemme V. dCelles des substitutions de @ qui sont afferentes au 
faisceau F sont en nombre vf, v etant un entier limite. 

Soient en effet F,, F,, ... ceux des faisceaux de @ qui contiennent 
F, lesquels seront contenus dans %, et en nombre limite (N, 44 et 45). 
Soient respeetivement N, N,, NR, ... les nombres de substitutions afferentes 
aux faisceaux F, F,, F,, ... On aura 

(422) N+N+N+- = uf. 
Car il est clair que toute substitution @echangeable & celles de F est affe- 
rente & ce faisceau ou & l’un de ceux qui le contiennent, et r&ciproquement. 
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Cette Eegalit@E montre que N sera de la forme vf, si N,. N,, ... sont 
eux-memes de cette forme. La proposition &tant ainsi d@montree pour un 
faisceau quelconque F, si elle l’est pour les faisceaux qui le contiennent, 
il suffira de Vetablir pour le faisceau ;5 qui eontient tous les autres fais- 
ceaux de la celasse. Mais pour ce faisceau, la proposition est &vidente, 
l’equation (42.) se r&eduisant A 

N = uf 

49. Proc&dons maintenant A la d@monstration du theoreme. Soit h 
le nombre des substitutions de H; nous allons les enumerer de maniere A 
obtenir une @quation d’ou nous deduirons le r&sultat desire. 

1. Nous aurons en premier lieu les substitutions du faisceau sin- 
gulier &. Soient Y leur nombre; 1, a, 5b, ... les facteurs par lesquels 
ehaeune d’elles multiplie les variables. Nous pourrons representer ces sub- 
stitutions elles-m&mes par 1, a, b,.... 

50. 2°. H pourra contenir une substitution S afferente A ce fais- 
ceau singulier. Considerons dans ce cas le systeme Z form& par les y 
substitutions 

S, aS, bS, 
Chacune d’elles, &tant &changeable aux m&mes substitutions que S, sera 
afferente & 9. 

Soient &, &,,.... les systemes distinets qu’on obtient en transformant 
Z par les substitutions de H; leur nombre sera = ‚m &tant le nombre des 
substitutions permutables & &. D’ailleurs chacun de ces syst&mes pouvant 
sobtenir en multipliant une queleonque de ses substitutions par les substi- 
tutions de #, deux systemes ne peuvent avoir de substitution commune sans 
se confondre. Le nombre total des substitutions distinetes eontenues dans 


h 
=, 2,,.... sera done g-— 
m 


51. Reste & &valuer m. 

Or pour qu’une substitution soit permutable A 3, il faut et il suffit 
quelle transforme S en une substitution de 8. Soient k le nombre des 
substitutions de Z_ dans lesquelles S peut &tre transformde par les substi- 
tutions de A; n le nombre des substitutions de H qui sont &changeables A 
S; on aura m= kn. 

Mais pour que S puisse &tre transformee en aS, il faut que ces sub- 
stitutions aient le m&@me determinant; si d’ailleurs 4 est le determinant de 
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S, celui de aS sera «4. Il faut done quoon ait @=1. Le nombre k 
des valeurs qui peuvent &tre assignees au coefficient a sera done —p. 
D’autre part, le nombre » des substitutions de @ @changeables a S 
est egal a Ay, A Etant un entier limite (N®, 43). 
Le nombre des substitutions distinetes qui resultent de la transfor- 
mation de celles de F sera done 


h h 


( . — — . 8 
f kag ka 

52. Nil existe une autre substitution S’ afferente a &, on verra de 
meme que les substitutions S', aS', DS’, ... et leurs transformdes sont en 


nombre k' et 4A’ etant limites. 


h 
ki ’ 
Continuant ainsi. on voit que le nombre total des substitutions affe- 
rentes a $ sera 
1 1 
Bo YaT 
uU er aa 


53. 3°.  H pourra contenir des substitutions T afferentes & un fais- 


ceau F non general, mais different de &. 

Soient % le faisceau general qui eontient F; f son ordre. Le nombre 
des substitutions T sera vf, et le nombre des substitutions permutables a F 
sera uf, u et v etant limites (N°®, 47 et 48). 

Le nombre des faisceaux transformes de F par les substitutions de 
H sera done - ji a chacun d’eux seront afferentes vf substitutions transfor- 
mees des T; ce qui donnera sur APR Ve 


uf 


transformation. Ües substitutions seront toutes distinetes, une m&me substi- 
tution ne pouvant &ire afferente & deux faisceaux differents (NP. 43) *). 

54. Si H contenait d’autres substitutions 7’ afferentes & un autre 
faisceau F’ non general, les T’ et leurs transformees fourniraient de m&me 


substitutions r&sultant des 7 par 


r a 4 
h 2 substitutions distinetes. 
Continuant ainsi, on voit que le nombre total des substitutions affe- 


rentes A des faisceaux autres que & et non generaux sera 
v v' 
h ——+ ——t . 
u Mm 


*) On doit excepter les substitutions de ®; mais celles-ei, etant &videmment affe- 
rentes aux faisceaux generaux, ne figurent pas parmi les T. 
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55. 4. Considerons enfin les substitutions U afferentes A un faisceau 
general tel que 5. Leur nombre sera »f, » €tant un entier limite. Mais 
parmi elles se trouvent les p substitutions de D, qui ont dejäa et& &nu- 
merees. En les supprimant, il en restera nf—g. 

D’autre part, le nombre des substitütions permutables A % est egal 
a mf, m &tant un entier limite. Le nombre des faisceaux transformes de 


x h Le . , 

5 sera done mf’ et le nombre total des substitutions qui leur sont afferentes 
nf-—-(G 

sera h- Er. 


mf 
D’ailleurs 5 eontenant le faisceau #2, on aura f=q9, q @tant un 
entier >1: et par suite 


L. =. TER. SEE. 


mf m m 7 
56. Si H eontenait des substitutions U’ afferentes A un autre faisceau 
general 5, on verrait de m&me que ces substitutions et leurs transformdes 
sont en nombre 


n' 1 


m’ 


m’ q' 
ou »' et m’ sont limites. 

Continuant ainsi, on voit que le nombre des substitutions afferentes 
aux faisceaux generaux (celles de $& exceptees) sera 


1 1 
h\l“ en: +62 . zarte 


m mq - m’ 
57. L’enumeration &@tant maintenant achevee. nous aurons: 


i | 
(42) h= py+hZ-—+hE— +8 — La 


u m mg 


Dans cette &equation, le nombre des termes contenus dans les sommes du 
second membre sera limite. Car leur somme doit &tre <h. Mais chacun 
d’eux est egal au produit de A par un coefficient dont on eonnait une limite 
inferieure. En effet, k, A, «, m sont limites, et q &etant —>1. 


n | l 
m mqg — 2m 
Posons - ahreser . 
OSONSs pour apregel 
1 v n 


Ss — -— 3——_ —Ü. 


1-2 ——2 
kA u 
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L,’equation (42.) donnera 





(43) h= ; Li TR 
ll he aumen ale mr fo oe 
mq m! gq' 
* 1 . L 1 1 = 
Soitt —— le plus petit des termes ——, ——., Deux cas seront 
mg mg’ mg 
FE r : a 1 
a distinguer, suivant la valeur de l’expression — C++ —— + 
Ä er 
Mr u 1 Er 
58. Premier eas: —C+ BE +... 0. On aura 
h= — 7 <mgp. 


mg 

Mais H contient le groupe I d’ordre mgy forme& par celles de ses 
substitutions qui sont permutables & %. On aura done h=mgy et H=1. 
D’ailleurs m est un entier limite. La demonstration du theoreme sera done 
complete, si nous etablissons que tout faisceau contenu dans H est neces- 
sairement contenu dans %. 

Soit F un semblable faisceau, dont les substitutions aient pour forme 
canonique 

2,9, 3,4... az, ay, cz, du, 
par exemple. 

Chacune d’elles, elevee A une puissance au maximum egale, A m, 
appartiendra & 5; sans quoi l’ordre du groupe derive de 5 et de F, et a 
fortiori Vordre de H, serait >mgy. Si done nous posons pour abreger 
1.2...m=t, les substitutions 

(4) 2,94, 3%... az,ay, cz, du, ..., 
appartiendronttoutes A 7. Or, par hypothese, les rapports de deux quelconques 
eoeffieients a, ce, d, ... prennent dans les substitutions de F un nombre illimite 
de valeurs; £ etant limite, les rapports de a’, ec‘, d‘, ... auront &galement 
un nombre illimite de valeurs. Les substitutions de %, etant €changeables 
aux substitutions (44.), seront de la forme 


%, Y, 3, U,... ac+ßy, Wc+ßy, ya, du ...]| 
et auront pour forme canonique 
X%Y3z,w.. X, AY,ys dw...]| 


X et Y etant des fonetions de x, y. Les substitutions de F, exprimees au 
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moyen des variables X, Y, z, a, ..., sont evidemment de la forme 
IX, Y, 3, U, ... a, aY, 02, du, 

cas partieulier de la pr&e&dente. Elles sont done eontenues parmi celles de %. 
1 
m’ gq' 
negatif. C'est d’ailleurs la somme algebrique d’un nombre limite de frac- 
tions dont chacune a son numerateur et son denominateur limites. Done 
C sera lui-m&me une fraetion, Ad numerateur et denominateur limites. 


59. Deuxieme eas —(-+- in. <0. A fortiori —C sera 


A \ 1 4 
Soit maintenant r le nombre des termes de la somme — + Los 


| u * 
m q m q 


zeihltgg 
et soit —, le plus grand de ces termes. On aura, d’une part, 
mg 


1 
he" "ce 


et d’autre part 
vo; r ne C 5 1 1 


2 —. Le... >(), 
Bi mq 1 m’ q' eK 


car h doit avoir son d@enominateur positif. On en deduit 
r u 1 
com 1 > m 
L’entier g’ est done limite. 
1 | nd f ” . , 5 
Posons —C+ — — =—(Ü'. Uette quantite sera une fraction negative, 


a numerateur et denominateur limites. 
. 1 . f} 1 1 
Soit ——; la plus grande des quantites —, —;, ... On aura 
m" gq" mg  m"gq 


d’une part 
’ 1 
CH 7 0 
et d’autre part 


‚„r—i — 1 1 1 
-C + m" g"' ST C+ mq + m’ dg' m" gi" 
d’ou 
it u BE 1 
ee er 
Cm! Cm 
L’entier g’ est done limite.- 
Continuant ainsi, on trouvera que g’, g’, ... et enfin q sont limitds. 
Le denominateur de h sera done une fraetion A numerateur et denominateur 


16 * 
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a 


limites, et on aura ; 
h=4y i 

4, etant un nombre limite. i 
I est clair que les substitutions de H sont permutables a &. | 

Enfin H ne contient pas d’autre faisceau que 5. SNoit en effet F g 


un faiseeau queleonque eontenu dans H, et soient 
u, Ba. MD BR... 


ses substitutions, ramenees A la forme eanonique  Ohaecun des rapports 
b C b Ä : k ne 

nn susceptible de A valeurs distinetes tout au plus, sans 
h 

quoi Vordre de H serait >49. Done, d’apres la definition des faisceaux, 


\ 


ces rapports doivent se reduire A l’unite, et F se confond avec &. 





le theoreme est done demontre dans toutes ses parties. 
60. Soit F, le faisceau defini au theoreme, et dont l’existence vienz 

d’etre demontree: et soit pour fixer les idees 
%, % 3, U, .... 0%, ay, 63, du, .... 


la forme de ses substitutions. Les eoefficients a, ce, d, dans chacune 


d’elles sont des racines de lunite. Les divers coefficients a, par exemple, 
seront done les puissances d’une quantite 6, racine primitive d’une certaine 


a ER ee 


equation binöme 9 =1. 
De me&me, les 5 seront les puissances d’une racine primitive 6, d’une 


Er 


PTR 


IR 


equation binöme &%=1; les e seront les puissances de 6,, racine d’une 


I ZEN 


equation AR = 1; efe. 
Il en resulte que chacune des fonetions 2“, y’, #7, ... sera invariable 
par les substitutions de A. L/ordre de H ctant egal a A fois celui de F, 


[44 


(A etant limite), #%, 9’, #, ... S’exprimeront au moyen des racines d’une 


ee 


J 


meme dquation d’ordre 4. On pourra done donner au theoreme l’enonee 


di 
n 
2 F 


sulvant: 
Theoreme. Si ume equation differentielle lineaire d’ordre p 
dv u FE 


er tar the = 0 


ou A,, ... A, sont des fonctions rationnelles de u, a ses integrales algebriques, 


elle admettra p integrales particulieres x, Y, 2, ... qui satisfassent a des 





equations binömes, dont les seconds membres soient des fonctions rationnelles ö 


de t et des racines d'une equation auziliaire. i 
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L’ordre A de cette equation auziliaire sera inferieur a une limite fire, 
laquelle ne depend que de p.- 

61. Soient enfin =°, x7. ... les diverses transformees de x“ par les 
substitutions de H; leur nombre ne peut surpasser 4; et leur produit 


[24 


ar ... 


14 


= (2...) 
sera rationnel. 

D’ailleurs z,, ... sont des fonetions lineaires de z, y, 3, ... Liex- 
pression X=x2,... sera done une fonetion entiere et homogene de x, y, 2. . 
de degre — 4, et qui satisfera Ad une equation binöme. On peut done donner 
au theoreme ce troisieme Enonee, conforme A celui qua donne M. Fuchs 
pour les &quations du second ordre. 

On peut determiner une fonction entiere et homogene des integrales de 
Fequation differentielle proposee, dont le degre soit inferieur a une limite fire. 


et qui soit racine dune equation binome a coefficients rationnels. 


Chapitre Ill. Equations du troisieme ordre. 
$.1. Demonstration de l’equation fondamentale. 
62. Proposons-nous de determiner les groupes d’ordre fini formes 
de substitutions lineaires A trois variables. 
Nous obtiendrons un semblable groupe en eombinant ensemble un 
nombre queleonque de substitutions de la forme 


7, y, 3 ar, by, c2 
ou a, b, e sont des racines de l’unite. 
On obtiendra de nouveaux groupes d’ordre fini en adjoignant aux 
substitutions qui precedent une substitution de la forme 


' 7 ! 
,y,35 ay, ba, cs 
ou de la forme 


„ 


z, y, 3 ay, b'z, cz 
ou de l’une et l’autre A la fois (a’, b’, c', @', b"’, € &tant des racines de united). 
Le groupe forme des substitutions 
I; Y, 3 02 PY; a Py; | 
sera egalement d’ordre fini, si les substitutions A deux variables 
an 


T, y em+/y, ax - PyYy 


forment un groupe tetraddrique, octaedrique ou icosaedrique, les coetfieients 


y etant des racines de l’unite. 
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63. Cherehons si en dehors de ces solutions Evidentes, il existe 
d’autres groupes d’ordre fini. 

Soient @ Yun d’entre eux; S, S’,.... les substitutions dont il est 
derive; d, 0’, ... leurs determinants respectifs. Le groupe H derive des 
substitutions 0°S, OS’, ... sera evidemment d’ordre fini, et chacune de ses 
substitutions aura pour. determinant Vunite. 

Nous aurons done & trouver la forme des groupes tels que H:; 
les groupes @ correspondants s’en deduiront ensuite sans diffieulte; car on 
naura qu’a multiplier dans chaque substitution de H tous les coefficients 
par un m&me facteur, racine de lunite, pour obtenir la substitution corre- 
spondante de @. 

64. Soient F, F', ... les faisceaux les plus generaux de substi- 
tutions echangeables entre elles que contient H. Chaque substitution de H 
sera contenue dans un faisceau au moins; et ces substitutions seront de trois 
especes. 

1”. Celles qui ont pour forme eanonique 

S= z,y,3 az,by, cz (a>b>e). 
Klles n’appartiennent qu’a un seul faisceau. En effet, pour qu'une sub- 
stitution T fasse partie d’un m&me faisceau avec S, il faut quelle lui soit 
echangeable, et par suite, qu’elle soit de la forme 
2, y, 3 az, Py, y2 
analogue A S. Or toutes les substitutions de cette forme constituent un 
seul et m&me faisceau. 
65. 2”. Celles qui ont pour forme canonique 
S=|rz, y, 3 az, ay, cz, (ae). 
La forme des substitutions qui leur sont &changeables est la suivante 
7,9, 3 axc+Ppy, "a+ß'y, y2). 

Soit done K le groupe forme par celles des substitutions de 4 qui 
sont de cette forme. La substitution S appartiendra aux divers faisceaux 
contenus dans Ä, lesquels eorrespondent respectivement aux divers faisceaux 
contenus dans le groupe K’ A deux variables forme des substitutions 

z,y ac+ßy, da+Py. 
Si K’ appartient au premier type, ces faisceaux se r&duisent A un seul. 

66. Si K’ appartient au second type, ses substitutions appartiendront 
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aux deux formes 
(45) iz, y Az, uy|, 
(46.) z,y Ay, us). 
Les substitutions (45.) eonstituent un premier faisceau. 
Chacun des autres faiseceaux eontient une substitution T de la forme 
(46); ses autres substitutions sont Echangeables a T. Or on verifie imme- 
diatement que les substitutions de K’ @changeables ä& T se reduisent A 
eelles qui resultent de la combinaison de T avec les substitutions de la 
forme 
(47.) a= z,y az, ay. 
Prenons pour variables independantes & la place de z, y d’autres 
variables &, n qui ramenent T & sa forme eanonique 


&,n Vauf, —ViAun). 
Les substitutions a prenant la forme 


sn as,an, 
on voit que chacune des substitutions du faisceau considere sera de la forme 


&,n ad,bn, a b= H+a. 


Les substitutions du faisceau ceorrespondant de K, ayant pour determinant 1. 
seront 


x 


‚ns as, bn, a'b’zs, on b= +a. 
Br. e 
Le rapport — nm’y sera done susceptible que des deux valeurs +1. 

67. Si K’ appartient au type tetraedrique, les divers faisceaux qu'il 
eontient auront pour ordre les uns 2w, les autres 3®, w &tant le nombre 
des substitutions de la forme 

2, y az, ay 
eontenues dans K’ (Ns, 12 et 13). Leurs substitutions, ramendes A la forme 
»anonique, seront done de la forme 
&,n as, bn| 


et celles des faisceaux correspondants du groupe K de la forme 


Id, n, s' a$, br, a'b's 


\ b . . “u, 
ou le rapport „ est susceptible de deux ou trois valeurs differentes. 
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68. Si K' appartient au type octaedrique, il contient trois sortes 
de faisceaux, dordre 20, 3o, 4w (N°, 13). Les faisceaux correspondants 
de K seront de la forme 


‚n% a5, br, a'b"z 


Sr 


ou r admet 2, 3 ou 4 valeurs differentes. 

69. Enfin si K’ appartient au type icosaedrique, il contiendra des 
faisceaux d’ordre 2w, 3o, Do (N°. 13) et les faiseceaux correspondants de 
RK seront de la forme 

&,n,3 as, bn, a'b"z 
ou 2 admet 2, 3 ou 5 valeurs distinetes. 

0. 3°. Enfin les substitutions de la forme 

T, 9, 2 az, ay, az 
etant echangeables & toute substitution lineaire, appartiendront & tous les 
faiseeaux. Üelles de ces substitutions que H contient ayant pour deter- 
minant 1, le coefficient a y sera une racine eubique de V’unite. Le nombre 
p de ces substitutions sera done &gal Al ou&a3: elles forment un groupe, 
que nous designons par &. 

71. Proposons-nous maintenant d’enumerer les substitutions de H. 

Nous aurons en premier lieu les g substitutions de #. 

Soit en second lieu F un des faisceaux contenus dans MH; supposons 
ses substitutions ramendes a la forme canonique 

7,9, 3 az, by, c3. 
Nous distinguerons divers cas: 

Admettons d’abord que dans toutes les substitutions de F on ait 

a=b. Hlles se reduiront A la forme 
z, y, 3 az, ay, €2. 


Le faisceau F contenant le groupe $, leur nombre sera un multiple de 
f, tel que my. 

Cela pose, les fonetions des varigbles que ehaque substitution de F 
multiplie par un facteur constant, sont les fonetions lineaires de x, y, d’une 
part, et les multiples de z, d’autre part. 

Pour quwune substitution lineaire soit permutable A F, il faut quelle 
remplace ces fonetions les unes par les autres; et par suite quelle soit de 
la torme 

z, y, 3 er+Pßy, dc+fßy, y2\. 
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Or soit K le groupe forme par les substitutions de cette sorte que 
H «eontient. Il se reduira a F; car siil contenait une substitution S autre 
que celles de F, cette substitution, evidemment &changeable 


x 


a celles de F, 
pourrait leur &tre adjointe pour former un faiseeau plus gencral que F, ee 
qu’on suppose Impossible. 

Done les seules substitutions de 4 qui soient permutables A F sont 
les mg substitutions de F; done le nombre des faisceaux F, F’ ... trans- 
formes de F par les substitutions de // sera - ‚(2 etant Vordre de M. 

Cela pose, chacun des faisceaux F, F’, ... eontient (m—1)y sub- 
stitutions autres que celles de $; et toutes ces substitutions sont distinetes, 
car chacune d’elles ne peut appartenir qua un seul faisceau, K=F ap- 
partenant au premier type. 

Le nombre des substitutions nouvelles r&sultant de la transformation 
de celles de F sera done 


mY mn 


(m—I)g ae m a Oo 

73. Si Von avait un nouveau faisceau F, different de F et de ses 
transformes, mais Jouissant comme lui de la propriet@ que ses substitutions 
etant ramendes a la forme canonique deux des eoeffleients V fussent ceon- 
stamment egaux, soit m,p le nombre de ces substitutions; on en deduirait 


de m&me par transformation 1 a: substitutions distinetes entre elles et 
distinetes des precedentes, puisque chacune d’elles ne peut appartenir quä 
un seul faisceau. 

Uontinuant ainsi, on voit que le nombre total des substitutions nou- 
velles existant dans les faisceaux de l’espece considerde sera 


Oo y -- 1 


m 
74. Soit au contraire F un faiseeau tel que dans ses diverses sub- 
ER b ; EEE 
stitutions, aucun des rapports 7’ a. Me soit constamment egal & Funite, 
d 
DM * ich > . . y 
Soit np lordre de F; et soient K, L, M les groupes respecetivement formds 
par celles des substitutions de H qui sont des formes suivantes: 
{m} 4 ı a A 
T, , 3 arztPpy, arz+Ppy, Y2, 
T, Y, S ar, Py 173; Fy + Y2 


! ' 
T, y, 3 axr-+Yy32, Py, arzry3. 
Journal für Mathematik Bd. LXXXIV. Heft 2 u.3. 17 
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Considerons les groupes K’, L’, M' A deux variables, respeetivement 
correspondants & K, L, M, et formes des substitutions 
2,y es+Py, de+fy, 
I A Du 8 / 
y,» Py+ty2z, Pyry32, 
2,3 axs+yz, ac+y'3). 
Nous supposerons d’abord 
1. Que chacun des groupes K', L', M’ appartient au premier ou 
au second type. 
gu ” Be MB u, ar 
2. Que chacun des rapports ale :aleul& successivement dans 


les diverses substitutions de F, y prend plus de deux valeurs distinctes. 


Cela pose, les fonetions de z, y, z que chaque substitution de F 


multiplie par un facteur constant, se reduisent aux multiples de x, de y et 
de z. Toute substitution lineaire permutable a F, devant remplacer ces 
fonetions les unes par les autres, appartiendra a lune des six formes 


(48.) 7, y, 3 az, by, cz, 
(49,) %, y, 3 ay, bz, cz, 
(90.) zT, y, 3 az, bz, cy|, 
(51.) z, y, 3 az, by, cz|, 
(52.) x, 4, 3. ay, bz, cz, 
(53.) 2, y, 3 az, bz, cy. 


Soit @ le groupe forme par celles des substitutions de 4 qui sont 
permutables a F. Üelles de ses substitutions qui sont de ‘la forme (48.) 
se reduisent evidemment aux »y substitutions de F: et llordre de @ sera 
evidemment egal a kng, k etant Egal A 1, 2, 3 ou 6 suivant que @ con- 
tiendra des substitutions de la forme (48.) et d’une des formes (49.), (90.), 
(d1.), ou des formes (48.). (52.) et (53.), ou enfin des 6 formes A la fois. 
2 
kng 
Chacun d’eux eontient d’ailleurs (a— 1)y substitutions autres que celles de 


Le nombre des faiseceaux distinets transformes de F sera done 


y: ce qui donnera en tout 


n—1 


2 
kn 


substitutions. 
(‘es substitutions sont toutes distinetes. En effet. eelles des substi- 
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tutions de F oü les trois coefficients a, db, e sont inegaux m’appartiennent 
qua un seul faisceau. Uonsiderons d’autre part celles ou deux coeffieients. 
ceux de x ety par exemple, sont egaux. Elles seront eontenues dans ceux des 
faisceaux transformes de F que eontient le groupe K. Mais si X’ appartient au 
premier type, ces faisceaux se reduisent a un seul; sl appartient au second 
type, il y aura plusieurs faisceaux; mais parmi eux il n’en est qu’un seul tel 
qu’en ramenant ses substitutions a la forme eanonique les rapports des 
eoeffieients y aient plus de deux valeurs distinetes: F jouissant de cette 
propriete ainsi que ses transformes, les substitutions eonsiderees ne pourront 
leur ätre communes. 

75. Soit F, un autre faisceau different de F et de ses transformes, 
mais jouissant des m&mes proprietes. Une Eenumeration analogue entreprise 
sur F, et ses transformes donnera a ‘2 substitutions nouvelles. 

Les faisceaux de l’espece que nous eonsiderons fourniront done en tout 

n—1 


Qx 
kn 


substitutions nouvelles. 
76. Kemarque Si k=35 ou 6, le nombre » est assujetti A cer- 
taines conditions quil est utile de connaitre. 
’. Sik=6,n est un carre, ou le triple d’un carre. 
En effet, les substitutions des tormes (49.) & (53.) que H contient 
transformant chacune des substitutions 
2,9, 5 02, By, 08 
de F en une substitution analogue, ou les eoeffieients a, b, e sont per- 
mutes entre eux d’une maniere quelconque, la suite des coeffieients a sera 
identigue & celle des 5 et a celle des ec. Ües quantites etant d’ailleurs des 
racines de lunite, chacune de ces suites sera formde des puissances d’une 
racine irreduetible 9 d’une certaine &quation binöme 9° = 1. Le eoeffieient 
ce etant ainsi susceptible de o valeurs distinetes, l’ordre ny de F sera dgal 
ao fois le nombre des substitutions de F qui se reduisent A la forme 
u.,3 02,by,Sl. 


Les b’ &tant des puissances de 9 seront les diverses puissances d’une möme 


irrationnelle 4°, $ dtant un diviseur de oe: b’ sera done susceptible de d 
valeurs distinetes; & chacune d’elles correspond une valeur de a’, deter- 
minee par l’equation @b’=1. L’ordre de F sera done oo, 


.,r 
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Or nous allons prouver que Öd est au moins egal A re 


En effet, F eontient une substitution de la forme 
x, y, 3 az, by, ®2|, (ou ab9=1) 
ainsi que sa transformee 
x, y, 3 bz, ay, ®2|. 
[l eontient leur produit 
P=|,9,s M"'z,0'y,6sl, 
et sa transformede 
O0 = |z,y, 3 O'r, O'y, Oz 
et enfin il eontiendra 


PO’ = |z,y, 3 Oz, Oy, | 
ce qui montre que 3 est un multiple de On aura done eo =d ou 3, 
dou ap =0’ ou 30°. D’ailleurs 9=1 ou 3. Done » sera un carre ou le 
triple d’un earre. 
17. 2%. Sik=3, ceux des facteurs premiers de » qui sont de la 
forme 3—1 y figureront A une puissance paire. 
Soient en effet p Yun de ces facteurs, « son degr&e de multiplieite. 
Le faisceau F eontiendra un groupe 7 d’ordre p“. Soient 
2, y,2 az, by, cz 
ses substitutions. La suite des a’, celle des 5b’ et celle des e’ seront iden- 
tiques et formees des puissances d’une racine primitive # d’une &quation 
binöme 9° =1. Üelles de ces substitutions oü e’=1 seront de la forme 
T, Y, 3 az, by, 2| 
et b” y prendra p’” valeurs distinetes, A’ &tant — 3. L’ordre de #7 sera 
pp" =p". 
Nous allons prouver que A=#4. 
En effet, 7 eontient une substitution ou ec’ = 9; laquelle sera de la 
forme 
Ss = I.,9,s #2, 0*"y, 05). 


Il eontient sa transformee 





T= 7, Y, 2 |, 9y, 0° 2 
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I] eontiendra done la substitution 


Ss” T" ann iz, Y, R ge” - (a4 nr N (a@-+1)m- "y, N ran z|, 
()r on peut determiner m ein de telle SOTTE quon alt 


—(a+l)m+n =[tr, 
mod.p’ 


mon =S, 


r et s etant des entiers queleonques. Üar le determinant des deux con- 
sruences, ayant pour valeur 
a +o+1 = ms 
| a—1 
differe de O0 mod.p, la congruence «®—1=0 madmettant, comme on sait, 
l’autre racine reelle que lunite lorsque p est de la forme 3 —1. 

On obtient done, en faisant varier r et s, p” substitutions distinctes. 
D’ailleurs 7 n’en peut eontenir davantage. Done u = 24, ce quil fallait 
demontrer. 

78. Supposons maintenant que le groupe K’ soit icosacdrique. On 
sait (N®. 33.) quwil est derive de la combinaison de substitutions A, B, C 
de determinant 1 avee des substitutions de la forme 

(3#.) X, y az, ay 
et qu’en designant par ® le nombre de ces dernieres substitutions, les 
faisceaux ceontenus dans K’ seront d’ordre uw, u &tant l’un des trois 
nombres 2, 3, 5. 

Le faisceau F, d’ordre vo, eorrespondant a F, sobtiendra en com- 
binant des substitutions de la forme 54.) avee une substitution d’ordre 
et de determinant 1, laquelle aura par eonsequent pour forme eanonique 

2,9 9a, Hy 

9 &tant racine primitive de T’equation 9" —1. 
Parmi les substitutions du faisceau F se trouvera done la suivante: 

Bei ee. 

Les groupes Z’, M' appartiendront au premier type. En effet, eonsiderons 
par exemple le groupe L’. Il contient un faisceau F” eorrespondant & F 
et d’ordre ro’, r &tant le nombre des valeurs distinetes que prend dans ses 
substitutions le rapport des ceoeffieients de y et de z et © le nombre 
de eelles de ces substitutions ol ees eoeffieients sont egaux. Diailleurs r 
est un multiple de 2u; car le rapport des eoeffieients prend dans S et ses 
puissanees 2u valeurs distinetes. 
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Or on sait (Ns, 11 a 15) que dans un groupe tetraddrique on a 
r—=2 ou 3, dans un groupe octaedrique r=2, 3 ou 4, et dans un groupe 
icosaedrique r= 2, 3 ou D. 

Done si «u >2, le groupe L’ appartiendra au premier ou au second 
type: Si «=2, il appartiendra a lun de ces deux types, ou au type oc- 
tacdrique. 

Mais si Z’ appartenait au second type ou au type oetaddrique, 
le groupe forme par les substitutions de Z’ permutables a F” aurait 
son ordre double de Yordre de F’ (Ns, 6 ou 13); done L’ eontiendrait 
une substitution de la forme 


(95.) y2 bz, ey. 
et Z une substitution de la forme 
I = 2,93 a2, bs, oy|- 
F eontiendrait la substitution 
-ICOT _ E | ä 1. 
I'ST= |z, y, s 02, y, 03 
et ses puissanees. Le nombre des valeurs du rapport des coeffieients de 
x et de y y serait done au moins Egal a 2u, au lieu d’etre simplement 
egal a u. 
Notre proposition est done demontree. Il est &tabli en outre que 
H ne peut eontenir aueune substitution de la forme (50.) (ear L’ en con- 
tiendrait une de la forme (95.)). Diailleurs il en eontient une de la forme 
x, y, 3 ay, bz, cz 
puisque A est jcosacdrique. 
Done le nombre des substitutions permutables a F sera 2uw (N°, 74): 
AR 
zu 
Cela pose, F eontient («—1l)w substitutions pour lesquelles a > b; 


et les faiseeaux transtormes de F seront en nombre 


chacune delles mappartient qu’a un seul faisceau, me&eme celles ou Yon 
aurait a=e ou b=e (car L et M appartiennent au premier type). 


at un, : i \ 
On aura done ‘2 substitutions resultant de la transformation de 


u 
celles de F ot a=b. 
Posant successivement « = 2, 3, 5, et ajoutant, on voit qu’on obtiendra 


1 3 BB AD — ID 
EN ) © 


substitutions par la transformation des substitutions de F, les ® substi- 








EN EUETRLN 















tutions de la forme 


etant exceptees. 


EN 


Y, 


act, ay, 02 
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’armi ces dernieres substitutions, il en est @—g qui nm’appartiennent 


pas a». 


elles donneront —, 
60 


- (2 substitutions distinetes. 


On peut d’ailleurs remarquer que © est un multiple de . 


wo est pair, car F contient la substitution 


B° 


2. 


qui est d’ordre 


Posons done = 24, 


0—1Y 


i HOW 


Ajoutant ces substitutions aux preeedentes, 


transformes donneront 


substitutions nouvelles. 
79. 


de substitutions de la forme 


2l1- 


2° 
> 


T, 9, 2% T, 
. dou 

Eu ( er 
tan ed 60 


1 
1202 


A, B, C, nD et eontiendra la substitution 


‘) 


« etant Yun des nombres ?2. 


substitutions (32.\ 


x et de y soit une racine wen® 


demment de la forme nn’. 


1 


laquelle sera par suite de la 


< 


ou 


A 


3 ou 


< 


torme 


2, 


Y 


ge 


(nD‘ 
Le faiseeau F’ eorrespondant a F et 


N 
+, 


rt 
Si 


eT 


de Yunite. 


une 


"r. 


— Y, 


- 
ud 


\ n 


1204 


n. 


(‘ 


Vi 


Supposons maintenant K’ octaddrique. 


resultera ı 


Gl 


ou 9 est raeine primitive de l’&quation 0" = 1. 


On peut supposer o 


aux substitutions de eette 


forme 
ou 0 est un entier queleongqne. 


-) oull, 
quelle est de la forme (32.). 


44 


YJ 


ear K' eontient 


ON 


it 


e substitution 


substitution 


volt 


la 


N 
de 


que 


Chacune d’elles etant @echangeable aux 60» substitutions de K, 


En outre 


K et 


sera 


Il sera derive (N®, 


la substitution nr’. 


Se 


7) 
«)e) 


en nombre w, jointes a des substitutions 


eontenu dans AK aura pour ordre u, 
eombinaison des 


avee une substitmtion S ot Ie Yapport les eoefflelents de 


ev]- 


determinant 1. 


la- 


et il est evidemment indifferent de eombiner 


la 





substitution 


On pourraii 


SS ou 


meme 


la substitution n 


Supposer 0 


* 
Sl 


) S, 
F' 
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eontenait la substitution ». Supposons quil ne la contienne pas, et qu'on 
at u=3, le faisceau F’ se confondra avec le faisceau derive des substi- 
tutions (32.) et de ©, ou avec lun de ses transformes. La substitution C 
etant de determinant 1, on pourra supposer S=Z3, don e=V. 

Au eontraire, si u=4, F’ sera lun des transformes du faisceau 
derive des substitutions (32.) et de aD; on aura done e=1. 

Enfin. si e=2, le faisceau F’ sera l’un des transformes du faisceau 
derive des substitutions (32.) et de la substitution »DC (laquelle eorrespond 
a une transposition de deux lettres dans le groupe des substitutions entre 
4 lettres isomorphe a KA). Done iei encore oe =1. 

80. Cela pose, F sera @videmment derive des substitutions 


-n >) 


(56.) 2, 9,3 az,ay,a 2, 
(91.) x, y, 3 n:dz, "Hy, n "2. 


Si la substitution » appartient au falsceau F, on aura toujows oe = et 
l’on verra comme pour le groupe icosa@drique 1". que le rapport du coef- 
fieient de z A ceux de x et y a au moins 2u valeurs distinetes dans les 
substitutions de F. 2". Que les groupes ZL’ et M’ appartiennent au premier 
tvpe. 3°. (Jue les substitutions de F autres que les substitutions (56.) four- 


. » . Aue . . Br 
nissent par transformation 5 substitutions distinctes. 
u 


Prenant successivement #u=2, 3, 4 et ajoutant les resultats, on 


trouvera 332 substitutions. D’autre part les substitutions (96.) fourniront 
W—4% 


‚ar transformation 
| 24 w 


2 substitutious; ce qui en posant = 24, don- 


nera un total de 


IN 
() ne 
2 4Ssı / 


substitutions transformees des substitutions de K. 

81. Supposons au contraire que n» mappartienne pas & F, mais que 
a’ soit susceptible de plus de 4 valeurs distinetes dans les substitutions (96.). 
(Le nombre de ces valeurs est pair, F contenant la substitution A’, pour 
laquelle on aa=—l1, dou @ =—1): les rapports du coefficient de z & 
ceux de z et de y dans les substitutions de F ayant au moins 6 valeurs, 
on pourra appliquer le raisonnement et arriver au m&me resultat. 

Si a’ a 4 valeurs, ce seront les racines de l’equation = 1; n° fai- 
sant partie de la serie des a sans que n en fasse partie, »° sera une puis- 
sance impaire de j, raeine primitive de l’equation j”=1. Comme on peut 
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d’ailleurs remplacer » par une quelconque de ses puissances impaires, on 
pourra supposer » egal a une puissance impaire de j, et enfin egal & 5. 

Les substitutions (56.) r&sulteront @evidemment de la eombinaison 
des puissances de la substitution 


2, 4, 5 ia, iy, is 
avec des substitutions ou a’ = 1, lesquelles appartiendront A &. 

Cela pose, siu=3, douoe=0, ou bien v=2, dot e= 1, le nombre 
des valeurs des rapports du coeffieient de z a ceux de x et de y dans les 
puissances de la substitution (57.) etant 6 ou 3, on pourra appliquer les 
mömes raisonnements que dans les cas preeedents. 

On trouvera ainsi, que celles des substitutions de F pour lesquelles 
x et y ont des coefficients differents, en fournissent 

u—1 Oo 
BB: 
par transformation: et que celles ol ces coeffiecients sont egaux en four- 
nissent 
240 

82. Soit au contraire v=4, d’ou e=1. La substitution (57.) se 

reduisant & 


T, y,3 is, y, iz 
dont la eombinaison avee (56.) fournit les substitutions 


4,3 da, yo tz, 


F resultera de la combinaison de celles-ei avec les &. 

Les rapports des coefficients de x, y, » dans ces substitutions ayant 
chacun 4 valeurs distinetes, ehacun des groupes Z, M’, pourra appartenir 
soit au premier type, soit au second, soit enfin au type octaedrique. 

Si tous deux etaient du premier type, on retrouverait encore les con- 
elusions pre&cedentes. 

Supposons au contraire que Z soit du second type, ou du type 
oetaedrique; il contiendra une substitution de la forme 


Yy, 3 ba, cy\. 
Done H eontient une substitution de la forme 


SS = |z,y,s az, ba, ey. 
Journal für Mathematik Bd. LXXXIV. Heft 2 u. 3. 
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D’ailleurs, K’ etant oetaedrique, H contient une substitution de la forme 








T= z,y,z ay, bz, cz. ; 
En les combinant ensemble, on voit que H contient une substitution i 
de ehaceune des 6 formes (48.) A (53.). | 
L’ordre de F etant 16%, V'ordre du groupe / forme& par les substi- 
tmtions de H qui lui sont permutables sera done 6.16. 
Cela pose, F eontient 6 substitutions olı les eoefficients de x, y, 2 
sont inegaux. Ues substitutions sont speeiales A ce faisceau:; et leurs trans- 
tormees seront en nombre 
60 R RP 
6.169 16 
les autres substitutions de F ont deja et@ eomptees. En effet, celles 
ou 2 et y ont le me&me coeffieient ont die comptees dans les faisceaux 
dordre 2y et 3 eontenus dans K; et celles olı x et z, ou y et z ont le 
meme eoeffieient ont ete Eegalement comptees, etant les transformees de 
eelles-la par les substitutions derivees de S et T. 
emarquons dailleurs que les groupes K, L, M etant transformes 
les uns dans les autres par ces me&emes substitutions, L’ et M’ seront octad- 
driques, ainsi que K. 
22 
Keunissant les r substitutions que nous venons de trouver A celles 
en nombre 
ee w— p 
104204 Tun [B | 
que fournissent les transformes des autres faisceaux contenus dans K, et | 
remarquant dailleurs que dans les hypotheses aectuelles on aura ®=4y, E 
on trouvera pour le nombre total des transformees des substitutions de K 
9322. Il 
83. Supposons maintenant que a’ nait que les deux valeurs +1: 4 
n' sera une puissance impaire de i, et Fon pourra supposer n=i. Les 


substitutions (56.) resulteront de la eombinaison de 


3-3 





avec les &. 
Si u=3 ou 4, les raisonnements ci-dessus seront applicables. Mais 
si co —2, la substitution (57.) se reduisant A 


2,92 -z,y -z|, 
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F resultera de la combinaison des $ avec les substitutions de la forme 
2,93 (-1l)z, (-1)Py, (—1)tPz 
et les groupes Z, M pourront appartenir a un type queleonque. 

Si tous deux etaient du premier type, on raisonnerait comme pre- 
eedemment. Dans le cas contraire, nous remettrons A plus tard l’enume- 
ration des substitutions fournies par F et ses transformes. Les autres fais- 
ceaux eontenus dans K fourniront 


20+202+ 1.0 


3 
® in 24 w 
substitutions; mais ® = 2%: le nombre ei-dessus se r&duira done 


33.0 
5° 


84. >Supposons maintenant K’ tetraedrique. Il sera derive (N°, 33) 
de substitutions de la forme (32.) en nombre ® = 24%, jointes A des sub- 
stitutions A, B, mC, et eontiendra la substitution (mO)’ = m’. 

L’ordre de F' sera uw, oü u—=2 ou 3. 

Si «=2, les raisonnements ei-dessus seront applicables. et les trans- 
formees des substitutions de F, autres que celles de la forme (56.) seront 
en nombre 442, celles des substitutions (56.) seront en nombre 


a 


En... ( RER > 
120 ı2 241 / 


85. Soit d’autre part «= 3; et supposons les substitutions de F ra- 


ch 


menees a leur forme eanonique 


x, 9%, 3 az, by, c3\. 
; ua b 
On aura 3 valeurs distinetes pour „; et un nombre pair de valeurs 


distinetes pour F eontenant la substitution 


A= 2, y,3 -a, —y, 3. 
Celles des substitutions de H qui sont permutables & F forment un 
groupe J et sont toutes de l’une des six formes (48.) A (53.). 
Mais aucune delles n’est de la forme (49.). Oar elle aurait pour 
correspondante dans K’ la substitution 
S = |z,y ay, bz| 


permutable A F’, sans lui appartenir. 
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Or une semblable substitution ne peut exister. En effet, Ä’ est iso- 
morphe au groupe alterne entre 4 lettres ©, P, 7, d, et F’ est forme de 
celles des substitutions de A’ qui correspondent aux puissances d’une sub- 
stitution eirculaire ternaire telle que (@«?y). La substitution eorrespondante 
a S serait permutable au groupe forme& par ces puissances, sans lui appar- 
tenir, ee qui est manifestement impossible. 

Les formes (50.) a (53.) sont egalement inadmissibles. Supposons en 
etfet, pour fixer les idees, qu’on eüt une substitution de la forme (50.). Elle 
transformerait chaque substitution de F, telle que 


7, Yy, 3 az, by, cz 


en 
a,y,3 az, cz, by. 
Mais le groupe forme par ces transformees ne peut &tre identique A F, 
€ bb, r er 
„ et — wayant pas le m&me nombre de valeurs distinctes. 


Les substitutions de / seront done toutes de la forme (48.):;: done / 
se eonfond avee F, et a pour ordre uw. 


. . € C . 
Cela pose, si — et , ont chacun plus de deux valeurs, on voit 


aisement que les groupes ZL’ et M’ appartiendront au premier type. 


Le nombre des faisceaux distinets transformes de F etant nn 


“-Dw o 
u 


celles des substitutions de F ou a > b foumiront — 342 trans- 
formees distinetes. 

Joignant ces substitutions a celles deja enumerees, on voit que les 
substitutions de K fourniront en tout 


| 
SU 244 ) 
transformees_ distinetes. 

56. Supposons enfin que 2 par exemple, n’ait que deux valeurs 
distinetes; F resultera de la combinaison de la substitution A? avec des 
substitutions de la forme 

x, y, 3 az, by, bz 
et comme - a 3 valeurs, ces dernieres substitutions r&esulteront elles-m&mes 
de la eombinaison d’une substitution 


(58.) |®, y, 3 arz, ay, az 


ol z est une racine cubique de lV’unite, avec les substitutions de &. 
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La substitution (58.) ayant pour determinant 1, on aura aı=|, ce 
qui montre que a est une racine neuvieme de Yunite. En la designant 
par 6, la substitution (58.) deviendra 

ns 0'204 08. 

Son eube multipliant toutes les variables par une m&me racine eubique de 
’unite, on aura = 3: et les substitutions de F auront pour forme generale 
z,y,%3 (-N9 "x, (16 y, 92. 

Cela pose, le rapport des coeffieients de x et de z avant six valeurs 
distinetes, M’ appartiendra au premier type. Si L’ y appartenait &galement. 
les raisonnements precedents seraient applieables. Dans le cas eontraire, 
: ayant 2 valeurs, Z sera du second type; car s’il &tait de un des types 
polyedriques, H eontiendrait une substitution de la forme (50.) ce qui a et 
demontre impossible. 

87. UGelles des substitutions de Z’ qui multiplient y et z par un m&me 
faeteur constant sont les 9 substitutions 

y,2 #y, 0z 
et l’ordre de Z’ sera egal a 18, en designant par 9 V’ordre du groupe A du 
premier type auquel les substitutions de Z’ sont permutables. 

On aura t>2. En effet, les 18 substitutions 

y,2z (-1)6y, 0° 
que nous designerons par w,, vr, ... forment un faisceau 7 contenu dans 
L. Soit S une autre substitution de ZL’; ce groupe contiendra les 36 sub- 


stitutions 
Wv.. u, u... Sw,. Su,, m. 


evidemment distinetes. Si £ etait Egal & 2, il n’en contiendrait pas d’autres. 
Done les substitutions 

vs, ws, 
qu’il eontient egalement, et qui different de w,, yn, ..., se confondraient 
a l’ordre pres avee Sw,, Sw,, ... Done S serait permutable au faisceau 
?, et par suite serait de la forme 

Yy, 3 bz, cy.. 
H contiendrait une substitution correspondante 

z, y, 2 az, bz, cy 


ce qui est impossible. 
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38. (ela pose, prenons au lieu de y, z de nouvelles variables y', 3 
ehoisies de maniere A ramener A A sa forme canonique. 
Ses substitutions seront de la forme 


ee ee 


' r ' ’ 4 
y,» by,cez | 


\ C . . . 
ou le rapport , aura # valeurs distinetes. Les substitutions correspondantes 





de A torment un falsceau 


(59.) r.y,z ar,by,cz 


x C C . [2 ‘ * ” 
ou chacun des rapports „5, 4 aussi au moins 5 valeurs distinetes; car 
( ) 


parmi ces substitutions se trouve la suivante 





! ' 


us Oz, 0g Bun ie, 4,302 0,05 
ou ce rapport est une racine eubique de Yunite. 
Le faisceau (59.) est done lun de ceux dont on a pr&eeedemment 
enumere les substitutions (N®s, 74, 78, 80 a 83 et 85). 
89. Si done nous voulons enumerer les substitutions de F, il faudra 
exelure celles de ses substitutions qui lui sont eommunes avec le faisceau 





(59.), e’est-A-dire toutes eelles ou y et z ont le m@me coefficient. 11 faudra 
exelure egalement les substitutions pour lesquelles x et y ont le m&eme 
eoetfieient, eelles-ei ayant ete deja comptees. 


Ces suppressions faites, il restera dans F les substitutions de la forme 
x. y, 2 —0"z, My, 0z 


ou 0>>0mod.3. Elles sont en nombre 6, car o pourra prendre 6 valeurs 
distinetes par rapport au module 9. 











D’ailleurs F eontient 18 substitutions et le groupe / forme par les 
substitutions de 4 qui lui sont permutables se eonfond avec lu (N°. 85); 
F aura done - transformes distinets; ce qui donnera 

18 2= 342 
substitutions nouvelles (toutes distinetes evidemment, puisque M’ appartient 
au premier type). 

La transformation de K fournira done en tout 





| Ki y 
IR + ra - 397) 2442 = 40 


E87 


substitutions nouvelles (A etant iei egal a 1). 
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90. . 11 ne nous reste plus A examiner que les faisceaux F teils que 
dans leurs substitutions 


x, y, 3 ax, by, c2 


n’ait que deux valeurs distinetes, +1, et qwaucun des groupes K', 1. 
Ad 


M' ne soit tetraedrique ou jcosacdrique. 


1 b) C . , N 
Supposons d’abord que _ ne soit pas constamment egal a +1. 1 


. 
b 
On peut admettre que K’ n'est pas oetaedrique:; car le faiseceau F 


en sera evidemment de m&äme de 


serait Yun de ceux pr&ece@edemment etudies (N®. 82.). 

(Quant AZ’ et M, ils appartiendront au premier type, car si L, par 
exemple, appartenait au second type, ou au type oeta@drique, H eontiendrait 
une substitution de la forme (50.). qui serait permutable A F, ce qui est 

b C 


absurde, les rapports R- navant pas le m&eme nombre de valeurs. 
( ( = 


On voit de la m@me maniere que F ne peut eontenir aucune substi- 


-.ı 


tution des formes (51.), (52.), (95.). Si done on designe par 2pg Vordre 


de F, le nombre des faisceaux transformes de F sera —, ‚1 etant &val 


- 


a 1 ou a 2, suivant que # contiendra ou non une substitution de la 
forme (49.). 
b 


91. Cela pose, celles des substitutions de F pour lesquelles | 
i a 


” 


sont en nombre pgy et fourniront par transformation 


pp oo _* 
2Ipp 21 
substitutions distinetes. 


Uonsiderons d’autre part les pg substitutions de la forme 
(60.) z, 4, 3 az, ay, cs. 


Deux cas pourront se presenter: 

32. 1°. Sı lordre du groupe K’, lequel est evidemment un multiple 
de 2/py, est egal A 2mpy, m &tant >2, les substitutions ol a— 5b auront 
deja ete eomptees. . 

En effet, X’, n’appartenant pas aux types polyedriques. et ayant son 
ordre >>2py, appartiendra au second type, et contiendra un faisceau J' 
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dordre mpg, permutable aA ses substitutions. Soient x’, y’, les variables 
qui le ramenent A sa forme canonique 
| ’ ' 9 PAR | 
X,y dar, b'y'. 
' 


(4 . (4 . . . » x b . 
Il sera derive d’une substitution de cette forme, oü „’ est racine 


m'me de Vunite, jointe aux substitutions 
z,y as,ay = c,y ax,ay. 
(Juant au faisceau F’, d’ordre 2pg, il resultera de la combinaison des sub- 
stitutions (60.) avee une substitution de la forme 
(61.) X,y ay,P«. 


Soit J le faisceau forme par les substitutions 
(62) z,y,z ad, by, cz 


de H qui correspondent A celles de J’. Les rapports auront echacun 


c c 
a’ br 
c . 
plus de deux valeurs. Supposons en effet que _,. par exemple, füt tou- 
jours egal a +1: J contient la transformee 
’ ' ER IR | 
x,y,z bxz,ay, cz 


' 


“ ’ « 2 b * * 
serait egal a +1. Done „_ $erait aussi tou- 


’ 


aan \ » c 
de (62.) par (61.); done Pr 
jours egal a +1, contrairement A I’'hypothese. 

Le faisceau J sera done un de ceux etudies plus haut: et les sub- 
stitutions (60.) y auront deja ete eomptees. Done Fet ses transformes ne 


fourniront que ou substitutions nouvelles. suivant au’on aura /=] ou ?. 
| 


2 4 
95. 2”. Sim=1. K' se reduisant a F’, appartiendra au premier 
type, et F fournira par transformation 
Pr Po _ o Pi 
2p "u 
substitutions. 
94. 3°. Soit enfin m =2. K’ contenant F et ayant un ordre double 
de eelui de F’ resultera de la eombinaison de F' avec une substitution S 
permutable A F’ (N°, 87), laquelle sera de la forme 
ı.,y ay, bx. 
On aura done /=2; et celles des substitutions de F ou a=>b donneront 


transformees. Celles ou @=b>>e sont en nombre (p—1)Y, et donneront 


4 
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(p-I1)p oO 2 2 


— _ transformees. Le total des transformees fournies paı 
App 4 ap E37 | 


F sera done 


1  2n—1 
2Ui- =, = 28. Kr 


Ce nombre se reduirait A z Si Yon avait deja eompte les substi- 
tutions ou a=Db, ce qui arriverait si les faisceaux autres que F et eontenus 
dans K avaient deja et@ eonsideres avant Jui. 

95. Il ne nous reste plus qua considerer les faisceaux F tels qu 
dans toutes leurs substitutions 

©, 4, 5 a2, by, c8 
les rapports des eoeffieients deux a deux soient egaux A +1. 


Ces substitutions seront de 4 sortes eontenant ehacune g substitutions: 


Celles ot a b=c. 
Gelles ou = b=-— c. 
('elles otı a=—b=c. 
Celles on -a= b5b=c. 


Les substitutions de la premiere sorte sont eelles de $, qui ont 
te comptees. 
Celles de la seconde sorte, &tant &Echangeables aux substitutions 
2, y, 3 oxs+Py, «c+fy, y2 
du groupe K, donneront par transformation e ‘2 substitutions, vr etant 
Vordre de K. Mais il se peut que ces substitutions aient &t@ eomptdes. 
Klles Vauront &te necessairement si w, lequel est un multiple de 
4g, ordre de F, est superieur A 8%. 
Considerons en effet le groupe A’ torme des substitutions 
z, y az-+Py, «c+P'y: 
il a evidemment le m&me ordre que K. D’ailleurs celles de ses substi- 
tutions qui correspondent aux substitutions des deux premieres sortes sont 
en nombre 2. 
Si ce groupe est polyedrique, il contiendra un faisceau d’ordre 6, 


dont les substitutions, ramendes A la forme canonique, seront 


' 4 —H Pe 
2,8 axz,by 


' 


ar ayant trois valeurs distinctes. . 
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Sil est du second type, et d’ordre dmg, ou m >2, il contiendra 


. GE | oo. 
un faisceau analogue ol „ aura m valeurs distinctes. 


! 
Dans Yun et lautre eas H eontiendra un faisceanu 
x,y,z a«,by, cz 
«ont font partie les substitutions considerees 
z,y,3 asz,ay, —as = x,y,z acsd,ay, -az|, 
et 4 ayant plus de deux valeurs, les substitutions de ce faisceau auront 
ete enumerees. 

Pour que les substitutions en question doivent &tre eomptees, il faut 
done, ou bien que K’ soit du premier type, auquel cas il se eonfondra avee 
le groupe F’ forme& par les substitutions correspondantes A celles de F, 
en nombre 4, ou quil soit du second type, et d’ordre 8%. 

Si done les substitutions considerees n’ont pas encore &t@ eomptees, 
on aura w=4p ou 8p; et par suite 


p 0 2 2 
ni en: 
1 4 8 
l,es substitutions de ehaeune des deux autres sortes donneront de m@me un 
. . 2 14 « 2 x \ ’ 
nombre de substitutions nouvelles egal A g ua g ou A zero. 


Tout autre faisceau analogue & celui que nous venons de considerer 
donnerait des resultats de m&me nature. 

96. L’enumeration des substitutions de H est maintenant terminee. 
le nombre total etant 2, il resulte de l’analyse pre&eedente qu’on aura 
eqnation fondamentale 

gy+92E= 02 
dou 
63) 2 = ,°5, 
> etant une somme de termes des formes suivantes 


1— u 1 65 3; ne m —1 
1204 ' Kiel 241° ° im’ u 8 


ww 
u 


5 


ls 


x 


ou k=1, 2, 3 ou 6, et oü m est assujetti aux restrietions suivantes: 
l. Sik=3, m ne contient de facteurs premiers de la forme 3—1 


qu’& des puissances paires. 2. Sik=6, m est carre ou triple d’un earre. 
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$.2. Recherche des solutions de l’equation fondamentale. 


97. Il nous reste a diseuter l’equation (63.). Mais nous simpli- 
fierons notablement cette &tude A l’aide des remarques suivantes, 

kemarque Il. Si M designe le denominateur de Fun quelconque des 
iermes de &, (2 sera divisible par My. Il sera d’ailleurs — My. 

En effet ce terme a etE obtenu par la consideration d’un groupe 
dordre My contenu dans HM. Done My divise 22. 

D’ailleurs ce groupe d’ordre My appartient A lun des types,du N®, 62. 
Done si H m’appartient pas lui-m&me A ces types, son ordre (2 sera > My. 

98. Remarque ll. Si H contient deux groupes I et J, contenant 
eux-memes P, et ayant respectivement pour ordres rp et sy: et si d’ailleurs 
la serie des transformees des substitutions de I par celles de H, et la serie 
des transformees des substitutions de J n’ont aucune substitution commune sauf 
celles de P, 12 sera divisible par rsy. 

En effet, soient 1, =1, ı. 2, ... les substitutions de $: =}. 
iin see, &,, des substitutions convenablement choisies dans /; on sait que 
les substitutions de / seront de la forme ö,9,;, cehaque systeme de valeurs 
de «, 5 fournissant une substitution differente. 

Les substitutions de J pourront de m&me se mettre sous la torme 
J, 95 Jo = ji,» I Ctant des substitutions convenablement choisies, et 
chaque systeme de valeurs de y, Ö fournissant une substitution differente. 

Cela pose, soit S une substitution queleonque de H: ce groupe 
eontiendra les rsy substitutions 

i,p;8j, 
lesquelles seront distinetes. 
Supposons en effet qu'on eüt 
(64. ) i.PpDj, = ba Pa NIy- 
On en deduirait 
SS’, 8 = jyjy- 
Le premier membre de cette &galite est la transformee par S d’une sub- 
stitution de /; le second est une substitution de J; ces deux substitutions 
ne pourront &tre Egales, par hypothese, que si elles appartiennent A &. 

On aura done 

y. = (fs; d’ou J; = Pa)y = jy (Zu 
19 * 
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et par suite 
Y = Y, d = 7 


I,’ @quation (64.) deviendra alors 
lu P3 En bu PR. 
et Von en deduit e=a', P=P'. 
Done les deux substitutions eonsiderees ne peuvent &tre Egales que si 
elles sont identiques. 
Si H eontient plus de rs substitutions, soit T Yune de celles qui 
wont pas ete enumerces: H contiendra les rsy substitutions 
9; Tj, 
qui sont distinetes les unes des autres; elles sont @galement distinetes des 
preeedentes; car si lon avait 
i.p8j, = iv Tj,; 
on en deduirait 
r > 1; I: er 
= pp ia u PeSj,sr 
Or j,jz, appartenant a J, pourra se mettre sous la forme j,9,5 et comme 
r, est echangeable A j, et & S, on aura 
T = pa E ?, f3 p} Sju 
Mais p3'0.'%,939Y,, appartenant A /, pourra se mettre sous la forme ,9@,. 
On aurait done pour T une expression. de la forme i,9,8j., et T serait, 
eontre V’hypothese, une des substitutions deja Enumerees. 
Done H eontient au moins 2rsy substitutions. On verra de m&me 


ae siil en eontient davantage, il en eontiendra Ars; et ainsi de suite. 
m —1 m'—1 


() 
km ’ km 


9), Corollaire Il S5 FE ceontient deur termes 


sera divisible par mm'y. 

Car les deux faiseeaux F, F', doordres my et m’y, qui ont fourni 
les deux termes en question dans Vexpression de >, satisfont, d’apres notre 
analyse, aux eonditions imposces aux groupes I et J du NP, preeeident. 


100. Corollaire II. Si I contient un terme m @vec un terme 


65, ou avec un terme }3, ou avec un terme 4}, 42 sera divisible par I6my, 


par 45mgy ou par 24my. 
Car (2 eontient d’une part un faisceau F d’ordre mp, qui a donne 


. Mm— 4 r 4 
nalssance au terme —, ‚ et d’autre part un groupe K d’ordre 96%, 484 
km 
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ou 24y qui a produit Vautre terme; et il r&sulte de notre analyse que leurs 


transformes n’ont pas de substitutions communes, sauf les &$. 


101. Corollaire Ill. 8 2 contient un terme -- on k=] 
ou 3, et un terme 4 ou }, (2 sera divisible par Zmy; il le serait par Amy, 
si EZ eontenait, avec le terme m. ‚an terme }- 

Soient en effet 

xt, y, 3 az, by, 62 
m—1 


les substitutions du faisceau F qui a donne le terme 5 K', L, M les 


eroupes correspondants definis au N®. 74; et qui, par hypothese, appar- 
tiennent au premier ou au second type. Si Yun deux, tel que K, appar- 
tenait au second type, il contiendrait une substitution de la forme 


z,y ay, bxz 


et H eontenant la substitution correspondante 
x, y, 3 ay, bz, c3) 

le nombre %k serait pair, eontrairement A ce quon a suppose. 

Done K’, L’, M’' sont du premier type; et les substitutions de F et 
de ses transformes n’appartiennent cehaceune qu’ä un seul faisceau (N, 74). 
produit par un faisceau F' d’ordre 2pgy (N®®. 90 A 94); un terme de la forme 
! serait produit par un faisceau d’ordre 4 (N°, 95). Ues faisceaux et leurs 
transformes n’ayant aucune substitution commune avee F et ses transformes, 
on pourra appliquer la proposition du N®. 98. 


Or un terme de la torme 4 ou 4 dans Vexpression de 5 serait 


an ei m—I1 
102. Remarquelll. Liexistence dans Z dun terme entraine 
Mi 
en general Üexistence d’un terme } ou de deux termes }, sauf les exceptions 


sewantes. 
1. Si m=-9 ou 27. ces termes pourront etre remplaces par un 


terme 1}: 


2", Si m=12 on pourra n’avoir quun seul terme egal a }- 
3. Enfin si m=5, ces termes pourront ne pas e.rister. 

(» y 0. . > . m 

Soient F le faisceau qui a fourni le terme 


x, y, » az, by, c3 
ses substitutions. Les eoeffieients a, b, e seront (N°. 76) les puissances d'une 
‚aeine irreductible 9 d’une &quation binöme # = 1; et F eontiendra entre 
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autres substitutions les suivantes 


5.) Peisyı Mas, Ay, ts, 
(66.) r,y,3 M'a,0y,60'2. 

Soient K, L, M les groupes definis au Ne, 74: K sera derive des 

substitutions de F, jointes a des substitutions de la torme 
(67.) x, y, 3 ay, Px, Y3. 

103. Soit % Yun des faisceaux autres que F eontenus dans K. Il 
eontiendra une substitution S de la forme (67.) et sobtiendra en la com- 
binant avee celles des substitutions de F qui lui sont @changeables, les- 
quelles auront pour forme 

(68. ) ct, y. 32 az, ay, C3. 
kemplacons x, y par d’autres variables x’, y, choisies de maniere a ramener 
S a sa forme eanonique 
$ = T, y, S Vop«', —Vepy, 7,?. 


les substitutions (68.) deviendront 


' 


x,y,z azx,ay,cz 
et en particulier P deviendra 

z,y,s Mc, 0'y, 6. 
Dans les substitutions de %, le rapport des coefficients de x, y’ sera par- 
tout egal A +1. Au contraire, le rapport des coeffieients de 3 a ceux de 
r' et y', prenant dans les puissances successives de P les valeurs 6°, 0°, 6°, ... 
aura plus de deux valeurs distinetes si #1, et plus de trois, si l’on a en 
meme temps #1. 

Admettons done que ces rapports aient plus de deux valeurs dans 
les substitutions de 5; Hne pourra eontenir aucune substitution des formes 
(50.), (51.), (52.). (53.) (N°. 90). 

Soient done Z, M les groupes respeetivement formes par les substi- 
tutions de H qui sont de la forme 

e,y,2 a«, By+rs, Py+y3). 
X, y,z3 ax+yz, Py, «wc +y's. 
le groupe L forme des substitutions 
y,» Py+ys, Py+trz 
appartiendra au premier type, ou au type tetra&drique; ce dernier cas 
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pouvant d’ailleurs se presenter que si le rapport des eoeffieients de y’ et de 


z n’a que trois valeurs dans les substitutions de 5; ce qui suppose 0-1. 
Le groupe M' forme des substitutions 
x,2 ax+yz, axc+y'z 
appartiendra de m&me au premier type, sauf le cas ou =], auquel cas 
il pourrait &tre tetraedrique. 
104. Raisonnons dans le cas general, ot Z’ et M’ appartiennent au 


x 


premier type. Le faisceau % appartiendra a Vespece consideree au N°. 90 


> . 1} . 2 . . N f} a 
et fournira par transformation 5, substitutions nouvelles, / etant egal A 2 


ou A 1, suivant que K contient ou non une substitution de la forme 
e,y,z oay,P&,yz». 


Or soit » le nombre des substitutions de la forme (68.): uw l’ordre 
de F; K ceontiendra 2uw substitutions, dont uw de la forme (67.), parmi 
lesquelles ® appartiendront a %. Le nombre total des faisceaux %, %,... 
analogues & 75 que K contient est done uw, et chacun d’eux a pour ordre 
2». D’ailleurs celles des substitutions de X qui sont permutables A % sont 


ih i er 2 uw ö 
evidemment en nombre 2/w; % aura done Ey transformes. 


Si done !=1, les groupes 5, %, ... seront les transformes d’un 
seul d’entre eux, fournissant dans & le terme 4- Mais si Z2=2, chacun de 


ces u groupes nayant que 5 transformes, ils se partageront en deux series 
tournissant ehacune un terme }- 

105. On voit done que les substitutions du groupe K, etant trans- 
formees par les substitutions de A, fourniront en tout 

( m— 1 1 1). 
6m u 
substitutions distinetes. 

Ces substitutions n’appartiendront a aucun faisceau, autre que ceux 
qui sont contenus dans K et ses transformes. 

En effet, cela r&suite pour celles des substitutions de K qui appar- 
tiennent & % de ce que les groupes Z/, M’ appartiennent au premier type. 
(Juant aux substitutions de F, celles ou a«>b>e n’appartiennent qu’ä un 
faiseceau; celles ou a=b, ou b=c, ol a=c appartiennent respeetivement 


aux faisceaux eontenus dans K, L, M. Mais K, L, M sont transformes les 
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uns dans les autres par la substitution de la forme 
x, y, 2 ay, bz, cz 
aue H contient. 

106. es eonsequences pourraient cesser d’avoir lieu. si 9 tant 
une racine N'me de Vunite, Yun des groupes L’, M’ &tait tetraddrique. La 
eonsideration de ee groupe donnerait dans F& un terme 45- D/ailleurs les 
substitutions de F etant de la forme 

(69.) z,y,2 9x, d@y, 0“ Pz 
ou @ et 9 peuvent varier de 0 A 8, on aura mp —= 81, si F contient toutes 
les substitutions (69.) et comme on aura evidemment dans ce cas g=3. 
on aura m= 27. 

Si F ne eontient pas toutes les substitutions (69.) il contiendra au 
moins eelles qui derivent des substitutions (65.) et (66.), lesquelles forment 
le tiers du total. On aura done mp=27 et y=3, dot m=9. 

107. I nous reste A considerer le cas ot "= 1. Les rapports 
des eoeffieients a, b, e dans les substitutions de F devant prendre plus de 
2 valeurs, 9 sera necessairement une racine eubique, ou une racine sixieme 
de Yunite: de plus, F devra contenir, non seulement les substitutions (69.) 
et (66.),. mais toutes les substitutions (69.). 

Si #=1, on auram=3, p=3. Üe cas echappe A nos raisonnements. 

108. :Soit ®=1, dot m=12, p=3. Üonsiderons eomme tout A 
V’heure le faiseeau % derive de la substitution 

0) S=|z, y, 3 ay, Bz, ys|=|«a, y, z Vapßz«, -Veßy', yz 
et des substitutions de F 
71) 4,3 Ha, 0y,0°.s= |, y,3 Hd, by, 0% 
ou x et y ont le meme coefficient. 

Les rapports du eoefficient de z a celui de z et A celui de y ont les 
deux valeurs +1 dans les substitutions (71.) suivant que 4 est pair ou 
impair. Ües rapports auront done dans les substitutions de % un nombre 
pair de valeurs, lequel sera >2 si lon wa pas y=+Vaß. On pourra 
done, si cette &quation n’a pas lieu, appliquer tous les raisonnements pre- 


eedents, et en deduire Veexistence dans & d’un terme 4 ou 4 fourni par le 
faisceau 7%. 
Supposons au contraire qu’on aity'=«aß. F eontenant la substitution 
T = x, Y, 3 6x, Y; 02 
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K eontiendra le produit 


TS = |r, y,z 09 POz, y6 x 
ou lequation analogue A y’=«aß ne sera plus verifice. Le faisceau 5 
derive de TS et des substitutions (71.) fournira done un terme }- 
109. Ges preliminaires poses, proc&dons & la diseussion de lV’equa- 
tion (63.). 


s u 1 
Premier cas: > contient un terme de la forme 1— 


120 4 
Ce terme sera unique; autrement 1— serait evidemment negatif. 
ce qui est absurde. On aura done 
W j 
2=- e - 1204. 


Ar 


Mais 42 contient un groupe K dont les substitutions sont de la forme 
2, 9, 3 arz+ßy, «w+P'y, y2 
ayant pour ordre 1204 et tel que le groupe correspondant K’ tormd des 
substitutions 
z,y ea+Pßy, dc+P'Yy 





soit icosaedrique. 

Les groupes 2 et K, ayant le m&@me ordre, se eonfondront. Le 
sroupe 42 sera done un de ceux deja signales (N°. 62.). 

On voit de m&me qu’on doit rejeter I'hypothese oü = contiendrait 


, > l 1 
un terme de l’une des formes 1— ‚1-.,: 
4 481 244 
# 110. Ges trois formes &cartdes, pour simplifier la discussion des 
F . m—1 m—1 
autres cas, nous distinguerons les termes m en quatre elasses, or 


n—1 —1 —1 a 
: nn. . suivant la valeur du coeffieient A. 
en 3p 6q 


g—1 


Lorsque & un terme 5 sera associe un terme 4 ou deux termes 
Ä --1 
+ (N°. 102), nous les grouperons en un seul (= - +4 )- 
—1 . » . [4 \ Y 
Les termes “— qui font exception au theor&me du N°. 102 auront 
6q 
pour valeur numerique 
sr sıı q = 27, 
27 si q = 9, 
| 44 sıı q= 12, 
| ysig=3. 
r. 
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D’ailleurs F&_ ne pourra contenir de termes 4}, „4 & l’etat isol& que 
sil eontient un terme 43; et de termes +4 que s’il contient un terme +- 


“ u . . ° , ” & 
Enfin, pour plus de simplieite, nous fondrons en un seul terme & 
les termes de la forme %, 4, 4 qui m’auraient pas et@ groupes avec des 
—1 m—1 n—1 —1 1 

7, et oouk dentemmes ——  _—__, 27 77 aut In dieo- 
6gq m an 3p 6q 

minateur diviserait 8. 


termes - 


, . A ß m—1 
On reunira de m&@me en un seul terme — ceux des termes er 


I 


_ 


n—1 —1 g— s na 
ts I dont le denominateur divise 9. 
2n ' 3p 6q 

Cela pose, = sera exprime par une somme de termes des formes 
m—1 n—1l p-—1 a ß 


—1 
niventss 65. 233 48 . Ne 1:28 wre d 
sulvantes 94, dd) 24 0, 3 9m 9 39’ 6 +3, sh er Tag 9 


mo 


avee les restrietions suivantes: 

m_>4>282>9), 

n>4>). 
D’autre part, p etant >4 et m’admettant qu’ä des puissances paires les 
facteurs premiers de la forme 3:—1, on aura 


p>6. 
Enfin q est carr& ou triple d’un carre, et >4; on aura done 
g—>I. 


111. Deuxieme cas: & contient un terme 4}- 

Ce terme ne peut &tre unique, car (2 ne serait pas un multiple de 
p, eomme cela doit &tre. 

D’ailleurs 1— > devant re —>0, les termes complementaires ne 


ry < D . . P , r “ . N Y n ‘ A] p—1 3 “ ß „1 
pourront appartenir qu’aux formes sulvantes u 1, I; 819 (cal 


un terme 44 entrainerait l’existence d’un terme }). 
1’. Si dans la somme $S des termes compl&mentaires figure un terme 





jr il ne peut &tre seul; car on aurait 
2— F IE RSRRE. Al -<3pg, 
_ 1, Pi us 
24 3p 24 3p 
resultat absurde, 42 devant &tre un multiple de 3pY (N. 97). 
p—1 =—9 


Mais p &tant — 7, „>t Si done Z contenait quelque autre 
terme, il serait >1, ce qui est absurde. 
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2". Si S contient un terme 47, elle ne pourra eontenir plus d’un 
.x .. 2 . » . . 
autre terme, et de quelque maniere qu’on le cheoisisse, = serait fraetionnaire. 


. . 2 . s .n N . . 
3°. 818 contenait deux termes .%. = serait ou negatif ou fraetionnaire. 
22 


4°, 81 S eontient un terme &gal A „%. E 


sera negatif ou fraction- 
naire, A moins qu’on ne pose 


S = a4+$: 
ce qui donnera 
2 = 8.27.9. 


au . . ° f ° a “ Ü 
5’,  Enfin si S se reduit A la forme = e on aura 


PEN 4q Mi 172g 
- . a RB MW-a8B 


D’ailleurs 2 doit ätre >0O et divisible par 24 (N. 97) et me&me 
par 3.24 si P>>0 (N°. 100). 
On ne peut satisfaire A ces conditions qu’en posant e=2, 5 = | 
2 = 72y. 
112. Admettons desormais que 2° ne contienne aucun terme 
Elle ne eontiendra par suite aucun terme 43 ou „u 


> 


>, 
24 


Troisieme cas: IF contient un terme $%- 


Sl etait seul, > serait fractionnaire. 1— & etant positif, Ja somme $ 


n ’ . r . “ . ’ p - & ] 
des termes compl&mentaires sera excelusivement form&e de termes u Dr 
| 3p 


a 2 1 . _. h \ 
1’. Si S eontient un terme 3 -„ 1 sera seul (sinon 1— X serait 
negatif),. et Yon aur: 
Q Vhprw 
5 PR: BERN... x 
1 65 p—1 32—p 
vs 3p 


Mais 42 est divisible par 96p% (N°. 100). Done p= 31, 
2 = %.31y. 


q Ye & äü . . 
2’. 81 S est de la forme + E- on aura @-+2<3, (sinon 1— X 
serait negatif); et par suite 


2Z-——<%Y, 


U ya 
9 8 


aa 


ce qui est absurde (N°. 97.). 
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113. Quatrieme cas: 2 contient un terme }}- 
\ A 2 . » . . 
Ce terme ne peut etre seul, car 0 serait fractionnaire. Les termes 


eompl&mentaires auront la m&me forme qu’au cas preeedent. 





> u: 
1. Si S eontient un terme u il sera seul, et l’on aura 
PER Be. ü 4 
PER VER nen. 16—p 
48 3p 


Mais il est divisible par 48po. On aurait done p= 15, valeur inadmissible 
(N°, 77) eomme eontenant le facteur 5 & une puissance impaire. 


2’, Si s-2+2, on aura 2<O si a+P>2:; A< Ay si 


«+ß = 2; un et llautre est absurde. 


114. Il reste A diseuter les eas ol I est exelusivement form@ de 
termes 


m —1 n—1 p—I1 g—1 @ ß 
ed 5. 


m. Vea-i 
= ’ et me? aa 21 8° 


Di- 
u ud 


“ 
/ 


Br FRE 
Cinquieme cas: 3 contient un terme Pan 


Soit S la somme des autres termes. On aura 
( C 
Q— r AR, f 


m—1 1° 
a Zn a 











Or 2 >mpy (N®. 97). Done S>O. 
D’autre part, m etant au moins egal & 5, on aura 
O<1-F<1-t-S, doun S<H- 
il faudra par suite supposer S= % ou } 
1. SiS=}H, on aura 


u . p di Smp 


0 8—-m 


1 
— tr 


m 

Mais il est divisible par dmg (N°. 101). Done 8—m divise 2; m=6 ou 7. 
Si m=6, 2=24y. 
Si m=-7, 2=56y. 

Im 


2. SiS=#, on aurit 2=, 


Er Il devrait &tre divisible par 
—m 


3mg. Donc 9—m divise 3; m=6 ou 8. 





en ENSORSTEN. 


a 
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Mais m>8 (N®. 110); done on aura 


m=b, 2= 189. 


- * .x > . et n! 1 
115. Sixieme cas: I contient deux termes 5 w 
Soit S la somme des autres termes: on aura 
 FFRREEESREIENSENE >SEEESREEE ER F he 
f n—1 n'—1 R sı 9 
2n 2n’ Tut m 
(2 etant > 2ny, (NP. 97) on aura 
1 p h 
—S5+ 5, << et a fortiori SU. 


D’autre part, (2 etant >0, et n, n’ au moins &egaux A 5, on aura 


"At > 





Done S=4 ou } 
1’. Soit S=}, et supposons n’ — n. On aura 
1 1 1 
A en DE iR a ’nT n' —“ 
FESTE TUT T ; dou =" <H. 

E Siem: 

i 8.7n 

| nissen du 2. 

4 2 1 28 — In 


tt 
mn ‚ 


Or il est divisible par 2ny et /np (N°8.97 et 99); done 28— 3n divise 4, 


2 doüu n=8 ou 9. Mais z=>9 (N°, 110). Done »=8, d’oü 
i m 

); 2 = 2.7.89. 

hi en. 24ng 08 

i Be =6, B= 72 — - ll est divisible par 62y. Done 12—n 
f divise 4; et l’on pourra poser 

4 

N n—8, dou 2=48g, 

i n»—= 10, doüu 2= 120g, 

Ä n=11, dou 2=4.6.11%. 

+ ir or £ S.Inp 4% u 
J Enfin, in" =5, 2= 0; 20 —n divisera 4: d’ou 
1 


n=16, 2= 160%, 
n=18, 2= 360g, 
„=19, 2=8.5.19%. 


2’. Soit S=4, ”" =n. On aura nm <9. 











Jordan, equations differentielles lineaires a integrale algebrique. 
ec 
72 — In 

(N8,97 et 99). Done 72 —7n divise 6; d’ou 

»=10, 2=9.8.10%. 


u “ 18.7n Be e; OhPASZaN. 
Si # =17, 2= nn: nA : 65—5n divisera 6: d’ou 


n=12, 2=6.7.12%. 


Jon 
A48—n'’ 


n=12, 2= 729, 
n=15, 2= 180%, 
»=16, 2= 18.164, 
n=11, 2= 36.179. 


Se =8, = Or il est divisible par 2ny, nn’p, Ing 


Sı n"=6b. R= et 18—n divise 6: d’ou les solutions 


Enfin, ia =5, ee et comme il est divisible par 2ny, 
nn'y, Bngy, 45—n divisera 3; d’oü les solutions 
n=42, 2= 6.5.42, 
n=44, 2=18.5.44y. 


116. >Septieme cas: 2 contient un seul terme de lespece 


n—1 j p—1 p—1 
a ei deux termes 5 "oe ” zu 


tn 


La somme de ces termes &ant — 765 t+%#+?, on aurait 1- F<0, 
si 2 contenait un autre terme, lequel serait au moins egal A }- 
(es termes etant seuls, on aura 


Q u. | p | EEE AT. | 
£ n—1 p—1 1 Bi = RE 
u a 7” 3p "Ip 
p et p' &tant — 7, (2 serait <O sin ait — 7. 


1’. Soit done n=6. On aura 


a 
2 = 1 1 
N 

3p 3p 


Soit pP —p; 42 serait negatif si p’ Eetait > 8; done, vu les restrietions im- 
posees A p’ (N°. 110), on aura p'= 17, d’oüu 


_...93.28pp 
ade 28 — 3p ’ 


— 


) 
' 
4 
Fi 


u 


; 
i 
[3 
$ 
v 
a 
g 








ENT TRORERT 


BAIBAHT IT. 








EN Tan nn er Ne Ada 


EEEEEEEEEEERREEEE 


Fe en ge 
N e 
iu 1» "ih, ei59° SAFE 





2 ART. FE 





Ben = 


EN NTSC. 
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h 
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28—3p devra diviser 4; et comme p>8, il faudra poser 
o»=9, 2=3.283.99. 


2’, Soit n=5,. dou 


> KORR. : = 
2= Pan : T 
BE p , 3p' 


Sip=p, on aua pP<10, dou pf=7 ou. 

.. i - 105p ii a 

Soit dabord pP =7, dot 2= 27. II doit &tre divisible par 

35—2p 

2ny, 3pY, npy, pp'y. Done p doit ätre pair, et 39—2p se reduire A 
l’unite; ee qui est eontradietoire. 
3.45pYp 
45 —4p 
divisera 3; ce qui est contradietoire. 


Soit enfin " =9, dou 2 = ; p devra &tre pair, et 45—4p 


. .x . n- 1 
117. Huitieme eas: EZ contient un seul terme „et un seul 


an 
—1 
terme ! =. 
3p 
Soit S la somme des autres termes: on aura 
eo E ce nein 
= er 
2n 3p ' 2n Sp 


Comme » —5, p= 7, il faudra, pour que 42 soit positif, qu’on ait 
1-S+ 5 +3, >0, don S<2% 

On a d’autre part 222g, dot S>H+ 

g—1 
6q 
trainant d’ailleurs lV’existence d’un terme 3) ne pourra satisfaire aux deux 
inegalites ci-dessus que sil est egal a 2, 3 ou 4-+4 

1’. Soit d’abord S= 2, doü 


’ @ 3 
S etant eompose de termes +1 og (un terme #3 en- 


1 
b) 72) 


Q = BR 2 
2 a 
1272, 3p 


‘2 etant >0 etp — 7, on aura 


1 . 
— 11, + = +77 >0, dou n<14. 


-. 


SM s=13 = = et comme il est divisible par 3pyg, 


npy, Z2pgp (N®®. 99 et 101), 52 —7p devrait diviser 2, ce qui est absurde. 
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u. 24p op ng Pr 
— . 4 — 5 . r ays . . >» — 
Sın=12, 2=< ak 8—p divisera 2: done p=1., 


2 = 24.79. 
Enfin, si a— 11, (2 sera negatif des que p sera Egal A 9; done 
28np 
14—n 
doüu 2 = 10, 2 = 280%; solution inadmissible, (2 devant ätre divisible 


9„=T1, doeh 2= Il est divisible par pay. Done 14—n divise 4: 


par 3pY. 
2. Soit S=3, dot 





Le — 4 mi F ; 

L / | 

ni Me. PR we 

‘sr ın 3p 3 

p mayant de faeteurs premiers 3”—1 qwäa des puissances paires, sera lun ; 

des nombres 7, 9, 12, 13, 16, 19, 21, 25, 27, 28, 31, ... j 
126ng | 


Sip=7, il vienda 2 = Be 65—n divisera 3: dot les 


solutions 


a a a ran, eat 


n=60, 2= 42.60, 
n=62, 2= 126.62Y. 


54 Re ; 
. u. et 27—n divisera 3; done n=24, = 54.8, 


ou n=26, 254.26. Mais ces solutions sont absurdes, 42 devant &tre 





Bi p=9, = 


divisible par 3pY. 
Bp=18, 2= 





Sbnp , 
1IS—n 


n=15, 2=1215% 


1S—n divisera 3: done 


ou 
n=17, 2= 36.17. 

.. 2.3.39np 2.2 213 

\ I —— > ( —— — n um © » - : ( — gi 4 pays . 4% an 

Sip=13, 2=0,,; et 3.39 7n diviserait 3, ce qui est 
absurde. 

i \ 144n n oe 4% . 

ne 2—=- __-—+_:. et 72—-5n diviserait 3, ee »st absurde. 

Sip=16, 2 75, et 725m diviserait 3, ce qui est absurd« 

Soit enfn p — 19, on aura »a<Z14; sinon 42 serait negatif. 


9.15pYp di : j ' 
Posons dabord „=13. 2= 36_2p 5 P devra 6tre pair, et 39—2p 





diviser 3; done p= 18, solution inadmissible. 


Sin=12, Q=-“PP_. 24—p divisera 6. Done p= 18, 21, 22 
24—p 








Be ey 
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ou 23. La solution » = 21, seule admissible pour p, donnera 
2 = 12.19. 


ro 99 “ . | 
Sin=1l, Q= 7; et 33—p divisera 3; done p=30 ou 32. 


33—p 
solutions inadmissibles. 
r 180 \ > i i a nie 
Si n=10, L= 50 = 60 —p divisera 6: done p = 54, 57, 58 ou 


59. La solution p = 57, seule admissible, donnera 


2 = 60.57 f. 
Enfin si » Etait <10, on aurait 2Z3pY, ce qui est impossible. 
3”. Soitt S=4+4, doü 


ee nee een 
re ee 
a7 2n " 3p 
mr 7.72ng 


Bia=>T, A= 


est impossible. 


736_1n : (.36—11» devra diviser 12, ce qui 


3.T2np 


Si f — q w ——— - 
Si p=9, 2% 1087 


n—= 15. dou 


et 108—7n devra diviser 12: done 


2 = 72.159. 





” 24n | a > 
Sip=12, 2-5; 12—n devra diviser 2; d’ailleurs (2 &tant 
divisible par 3py, » serait un multiple de 3, ce qui est contradietoire. 
u 144n , A a u 
Sip=16, 2= F_ et le denominateur devrait diviser 3. ce 


TR2—7Tn 
qui est impossible. 


(4 


Sip—=19 on aura a<<10; sinon (2 serait negatif. 


ne nr Z 
Soit done n=9, dot Q= IF. 24—p devra diviser 2: done 


24—p = 
p= 22 ou 23, solutions inacceptables. 
Bin=8 2= Be, et 48—p divisera 6: done p=42, 45, 46 


ou 47, solutions inadmissibles. 
Enfin si a — 7, on aura 2<Z5pg, ce qui est absurde. 


r . - ’ u. 
118. Neuvieme cas: Z'contient un seul terme ee et ne contient 
= p—1 
aucun lerme — ——: 
3p 
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. —1 ’ 
Il ne peut contenir aucun- terme +4; car m@me dans le cas 


le plus favorable, ot a=5, q=9, 1-2 serait <O. 
On aura done 


—1 
2 = — +44 
1’. Soit d’abord „=0. On aura 
0 — T2ngp 





36—(9& +88-36)n 
n etant —5, et 20 et > 2ny, 9a +8P-—- 36 devra &tre >0 et <E. 
On aura done 








4 a ” _ T2np 
ü = 3. P —— >. d ou a2 == 36_7n . 
o=2,B=3 dot 2- er | 
a=1,8=4, dot Q=- 9, 


ou enfin 


D% ai En T2ng 
«e=0, #=5, Bm a 


D’ailleurs 42 etant divisible par 22 et 3nY, son denominateur 
divisera 12, ce qui donnera les solutions suivantes 
a=3, ß=2, n=5b, 2=12.59, 
oe=2, P=3 n=b, = 60, 
e=1,ß=4n=6, 2= 729, 
o=1,ß=4 n=1, 2= 72.79, 
e=0, P=d, n=6, 2=36y, 
oe=0,B=5,n=8, 2= 72.29. 
2’, Soit >>0, ce qui entraine forc&ment 2. 
Si y>2, 22 sera negatif. De möme si y=2, & moins qu'on nait 
«=2, P=0. On trouvera dans ce cas 


T2ng 

2 = = 
et (2 etant divisible par 12»Yy, 36—4n devrait diviser 6, ce qui est absurde. 
Si y=1, il faudra, pour que 2 soit >0 et >2nY, quwon ait 
e=3, ß=-0, mwa=2, Pfeil. 
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On aura dans le premier cas 


T2np 


2 = 





36—2n 
et comme il est divisible par 12» et par 72, »n devra &tre pair, et 36 —2n 
diviser 6, ce qui est eontradietoire. 
Enfin sia=2, ?=]1, on aura 


72 ng 


d= 


et 36—» devant diviser 6, on aura les solutions 


=, S2= 12.30%, 
n=33, 42=24.339, 
n=34, 2=36.34%, 
„=55, 2= 72.359. 
119. Supposons maintenant 2° exelusivement form& de termes 


ei —1 a 
= TE: 


3p '" 6g EEE ZuR 


We 


p—1 gt pP" —1 
3 ’' I’ 
Soit S la somme des autres termes. On aura 


Dixieme eas: I contient trois termes - 


p—1 p—1 Ric. 


3p. 2 3p' i Ip" er u 


et comme p, p', p' sont — 7, on aura ä fortiori 
1-3.43-5>0, deu S<4. 


D’autre part, S>0. Car si l’on avait S=(, on aurait 


G 
a Beine <-<3pg, 
RER - 3 3p 
3p 3p' 3p" 
ce qui est absurde. 
On aura done S=4 ou + 
1. Si S$S=}, on aura 
TE BE F 


1 1 1 
1 a on a En ME 
3 +, er 3p' + 3p" 





3p 


. I z-- 1 
Soit pP pp. On aura 3 r3.z 7 >0, 
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Done 





"7, B=: — . 
ie 188 + " 3 p + 3 p' 5 


I 


2 ' ; 
On aura — st 3y >d dot 2 <_9. 


Done 


8 
| a 1 u 


Mais 42 doit &tre divisible par pp et 3pyp. Done 56 —5p divisera 8; ce 
qui est impossible. 
2. Si S=4H, on aura 


. an er ie 7 a ie 
2 = io. 3 1 


ee an 
g m 3p | 3p' r 3p" 
Soit encore pP = p'—=p. On trouvera »"<9I, dio 


Fa TRIERER. TERFREEE 
ri“ 1 l 


- hr 3p 7 3 





p' 
uno r__- _2.6 IRRE um 63pY 
On trouvera ensuite pP 75 ; dot pP =70u9. Sip=17, 2= ne 
et comme il est divisible par 3py et 7py, 21—p divisera 3. D’ot p=18 
ou 20, solutions inacceptables. 





- 
4 


SC 3.63p@ . i ini m 
Big, = 63_5p ; et comme il est divisible par pp et Ip. 


63-—5p divisera 3: on aura done p= 12; d’oü 
2 = 63.12y. 


120. Onzieme cas: 3 ne contient que deux termes de l’es- 


pece Br, 

3p 

Chaecun de ces deux termes etant au moins egal A %, la somme S 
des termes restants sera < #- Dautre part, elle sera >4, sans quoi on 





aurait 
En 
N = BE 
sp Ip 
Pour satisfaire ä ces inegalites, il faudra qu’on ait 


s= &+5+47 





‚2 
Bi “ 
Be; 
Ei 
Ei: 
= 
a 
Ri 
ER 
Bd 
® 
FR 
= 
er 
Br: 
Ara 
Rx 
Br: 
* 
Ya 
= 
E: 
£\ 
% 
he 
3 
E23 
Be 
# 
E 
"x 
a 
4 
$ 
# 


. 
ET HESSEN nee 
en une 


PECPEPRNIRPENDEOEE 
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1. Si y>0, dot e— 2, ces inegalites ne pourront etre satisfaites 
qu’en posant 


dot 
De 
Fe 1 1 
Er Tr 7” 
gi —- : 5 2 | | N jo ’ 7 ( 
Soit p =p. Un aura "Ar >0, dot Pe <<". Done p=1, ou. 
1.72pg 


Sip=T, 2= D’ailleurs il est divisible par (py et 


7.24—1p 

12py. Done 7.24—11p divise 6; dot p = 15, solution inacceptable. 

3.72py 

72 —Tp 

Done 72 -7p divise 6; dot p= 10, solution inacceptable. 
9 


Sip=9 2= ; il est d’ailleurs divisible par Ipy et 12py. 


Siy=0(, les inegalites S>4<Z# donnent 
su ul a ZA=i ai m BO aD. 


Soit dabord ?=2, e=1. On aura 


TER f 
var | 1 
PORER or ri 
2 32: ' Ip 


. = 2 Im a ’ - ’ . 
Soitt p —p; on aura — +5 + TE >0, doü pP <48. Diautre part p >24. 


sans quoi on aurait (2 — 3pgy, ce qui est inadmissible. 
On pourra done poser p' = 25, 27, 28, 31, 36, 37, 39, 43. 
u 1% on 1500 pp 
Si p=25, on aa 2=— - 
I j j 600 —p 


25py, 3py et 4py, 600—p divisera 6; ce qui fournit comme seule so- 





et comme 42 est divisible par 


Iution acceptable la suivante: 


| p=39, 2= 600.597 y. 


Si ’ - 9” ( . Js r = N < > Pr Ivis ar Ö . RN . . > u 

Sp = 27, spe 216 —p divisera 6; ce qui ne fournit 
pour p aueune valeur acceptable. 

FE 1.72py , wi i ; 

Be = = 100; et 168—p divisera 6: ce qui ne donne 


pour p aucune valeur acceptable. 
TE 72.31 k . 
Sip=3l, 2= 54 Te et 24.31—7p divisera 6; ce qui ne 


donne aueune valeur acceptable. 
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Tr 6.36p4 a . 
Sip=36, 2= ——; 72— ivise 6; € ' aucune 
l ) 72 _p (2—p divise 6: ce qui ne donne aucune 
valeur acceptable. 
37.72pgY 


Sie = 37, 2=- 37.24—13p divise 6: ce qui ne 


37.24—13p ' 
donne auenne valeur acceptable. 
13.72 pg 
13.24—5p 
aucune valeur acceptable. 


By=4 BB 


Sie =39, B= -ı 23.24—5p divisera 6; ce qui ne donne 


BB... .. 

43.24—19p 

qui ne donne aucune valeur acceptable. 
3. Sotty=0, f=1 a=2, d’oü 


WE $ ja 
ei 1 1 


u. : Fe m ap nn 3p' 





: et le denominateur divisera 24: ce 





Sip=p, on aua —„6+ Sp’ >0, pP <-24. D’autre part p' > 12; sinon 
on aurait 2 —3py. Done p=13, 16, 19 ou 21. 


13.36p ß 1 -. ! 
Sip=13, 2= PT. je denominateur divisera 6; ee qui ne 


13.12—p’ 
donnera pour p aucune valeur admissible. 
ar 144» i ’ E | \ 
Bip=16, = rn u le denominateur divisera 3; ce qui ne donne 


pour p aucune valeur admissible. 


ER Oh 19.36p 
2 ; ik 6 BE 
Sip=19 2= 19.12 _7p° 


ne donne aucune valeur admissible. 


le denominateur doit diviser 6; ce qui 


Sip=2l, 2= en et 28—p divisera 2. On pourra poser 


p=21, 2 = 84.27. 
4°. Soit enfn y=0, P=(0, a=3, dot 
= ‚ APRFENBNG 
re n 


1 
- hr 3p un 3p' 





Sip=zp, on aua pP <16>8. D’oü p=9, 12 ou 13. 


2 ve 


RE 9.24 er a 
S1p=), DZ et 72—p divisera 6; ce qui ne donnera 


aucune solution acceptable. 











Au sk ar MEER 


ae tee 
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* 
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Sip=12, 2= ie et 24—p divisera 6; d’oti on deduit p = 21. 


2=24.219. Mais on doit rejeter cette solution, 42 devant &tre divisible 
par 4p'p. 
u Ze 13.24p 
Enfin, si p=13, 2= 104 5p' 
donne aueune solution admissible. 


et 104—5p divisera 8: ce qui ne 


2 
IND 


121. Douzieme cas: Z contient un seul terme de l’espece 


Soit S la somme des autres termes; on aura 


© e HE: ,. 2, 56 2 ee 
BR: 
3p u .3p 


7 


et comme p = 7 et 2 >0, on aura S<- 3. D’autre part 2 > 3py; don 
Ss I 2 . 


_ 


. g—1 
S ne peut contenir aucun terme E mom, - 


1: car sl etait seul, S serait 
777 s 
< 2%: et si S contenait un autre terme, il serait > +#- 
@ 3 
13 » , » nn = J l la 
On aura done S= + go +t+37: 


1’. Siy=0, il faudra, pour satisfaire aux inegalites ei-dessus, poser 
B=d5, a=1l, um ß=4 a=2 au fP=3=e, 
T2py 


Sı 2=5. e=|1, on aura 2= 
24—p 


: et 24—p divisera 6: ce qui 
donnera une seule solution acceptable 
»=21, Sie I.i2e. 
SP=4a=2, on aua 2= Be ‚ et 12—p divisera 6; dot 
9=9 Am 6.3. 


a ’ 24pp 
S1ß=3 o0=3, on aus 2= er 


=] 
» 


‚do p=1T, 2=24Ty, 8o- 


S—p 
Iution absurde, (2 devant &tre divisible par 9. 

2. Siy=1, dot «> 2, les inegalites S > 3 <Z? seront contra- 
dietoires. 
T2pYp . 
24—p' 
diviserait 6, d’otı p=21, 2= 7.729; solution absurde, car 42 devrait @tre 


divisible par 12.12. 


3. Siy=2, ces inegalites donneront e=3, 2 = et 24—p 


24pg 


4. 81 7>2, on aura necessairement =3, a=2, 2= 
ie) -p 


dotp=7, Q= 24.7; solution A rejeter, 2 devant &tre divisible par 12.12y. 
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122. Il reste & discuter les cas olı & ne contient que des termes 
47 —1 124 3 


+ 9: 9: + Il ne peut &evidemment contenir plus d’un terme 
de la premiere forme. 
. “x . —1 
Treizieme cas: > contient un terme = +4- 
Un aura 
E VSTOREREELN.. AN 
-.- = 
z 6q 
et comme q>— 9, on aura 
S<3434<4$t: 
D’autre part, (2 etant >6gyY, on aura 
S>4. 
S ne peut contenir de terme 44; car il serait accompagne& d’un terme 
. ut \ a i \ er 
I, etS serait > 4%: done S sera de la forme + E : et l’on voit aise- 
ment qu’on doit avoira=1, P=2, 
o - _IP 


12—g divisant 12; dot 
q=9I = 12.39. 


c on an 7 y) 
123. Quatorzieme cas: I ne contient que des termes 4}, —, 
On aura 

. p . T2 
UNE RE uni u 3 
I 7 Hr 


r etant un entier. 

Done (2 sera un diviseur de 72. D’ailleurs on aura „y=0. Sans 
quoi H se confondrait avec le groupe K d’ordre 72y, forme par celles de 
ses substitutions qui sont permutables A celles du faisceau F d’oü provient 
le terme 4}; ce serait done un des groupes deja etudies. 

124. Les solutions obtenues peuvent &tre r&capitulees dans le tableau 
suivant: 


(1.) z=yıtrcÄt5: 2 = 8.214 

(11.) 2=hiti+b5 2 = 729. 

(It.) = en = Bl, 2 = %6.31g. 
m—| 


(IV.) BE r—. +4, m == 6, 2 —= 24g. 
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(V.) 
(VI.) 


(vIL.) 


VII.) 
(IX.) 
(X.) 
(X1.) 
(X11.) 
XII.) 





(XIV.) 
(XV.) 
(XV1.) 
(XVIL.) 
XVII.) 
(XIX.) 
(XX.) 
(XX1.) 





h 
% 
is, 
ö 
ao 
ö 
an 
Ä 
D% 
r\ 
* 
Hi 
2 
vs 
NER 
2 
N 
ri 
NG 
ns 
2. 
DT 
Bu 
& 
A 
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(XXIL.) 


XXI.) 


RP 3 NER ve ae 
AED 


(XXIV.) 
ä (XXV.) 
3 (XXVI.) 


(XXVIL.) 
(XX VII.) 


(XXIX.) 
(XXX.) 


(XXXL.) 


(XXXIL.) 
(XXXIN.) 
(XXXIV.) 
(XXXV.) 
(XXXVL.) 
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a.n—l, v—l 
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2— bg. 


2 = 9.8.10. 


2— 6.7.12. 
2 = 720. 

2 == 180g. 
2= 13.16. 
2 — 36.17. 
2 — 6.5.42. 
2 = 13.5.44g. 


2 = 9.28.Ip. 


2 — 42.60. 


2— 120.629. 
2— 12.159. 
2 = 6.1ig. 
2 = 72.7y. 
2 — 60.57. 


2 — 12.159. 
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axxvı) Zer—lrgrı rn, n—=30, 2 = 12.30g. 
(XXXVIN.) id. n—= 33, 2 = 24.339. 
(XXXIX.) id. nm 2 = 36.34p. 
(XL.) ur n = 355, 2 — 72.35. 
n__ 
KU) 2 Pu + EB, mi tr + =, p=9, p=12, R= 63.12. 
au) 5-H w- tut, pP =%, p=597, 2 = 600.597. 
z 2 ö z 
(XLIN.) a Fl +44» 0 p=2l,p=2i, 2 = 84.279. 
(XLIV.) s= — +75 n- E u == 3 ß == D, p= 21, 2 — 1.729. 
(XLV.) id. a = 2, ß = 4, p= 9, 2 = 36.3@. 
—1 
ai) Zei +Hittts, 99, 2 = 72.39. 
XLVI) Z= S + e, $2 = diviseurde72p. 
$.3. Discussion des solutions. — ÖOonstruction des groupes d’ordre fini. 


125. Il nous reste & discerner, parmi les solutions preeedentes, 
celles qui donnent lieu effeetivement A des groupes d’ordre fini, et & con- 
struire ces groupes. 

Nous distinguerons A cet effet, les groupes A construire en groupes 
simples et groupes composes. 

Nous dirons qu’un groupe H, d’ordre My, est compose, s’il contient 
un groupe moindre h, d’ordre my (contenant lui-meme &) et auquel ses 
substitutions soient permutables. 

Cette definition &tablie, nous procederons de la maniere suivante: 

Nous eonstruirons d’abord les divers groupes simples H, d’ordre fini:; 
nous les joindrons aux groupes du N?°. 62. 

Nous chercherons ensuite les groupes qui eontiennent les pr&ecedents, 
et sont permutables A leurs substitutions, ce qui nous donnera une premiere 
elasse de groupes composes. 

Nous formerons ensuite les groupes qui contiennent ceux-ci et sont 
permutables A leurs substitutions; et ainsi de suite, jusqu’ä ce que nous 
n’obtenions plus de nouveaux groupes. 

126. Soit Hun groupe simple et d’ordre My. Une fonetion lindaire 
fractionnaire & eoefficients indetermines: 
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ax-+by+ cs 
az+b'y+ c'z 

etant evidemment invariable par les substitutions de 2, prendra M valeurs 
distinetes par les substitutions de H. Elle dependra done d’une &quation 
X=0 de degre M. Chaque substitution de H permutera ses racines les 
unes dans les autres, et correspondra & une substitution operee entre ces 
racines. Ces dernieres substitutions formeront evidemment un groupe H' 
d’ordre M, et isomorphe a H. 

Si le groupe H est simple, H’ sera lui-möme simple, c'est-A-dire 
ne contiendra aucun groupe moindre permutable & ses substitutions. Car 
sil contenait un semblable groupe J’ d’ordre m, le groupe J d’ordre my, 
form& par les substitutions de H qui correspondent & celles de JS’, serait 
evidemment permutable aux substitutions de AH. 

Cela pose, soient / un groupe d’ordre Ny contenu dans H; T’ le 
groupe d’ordre N forme par les substitutions correspondantes de H’; une 
fonetion des racines de X, invariable par les substitutions de /’ et variable 
par toute autre substitution dependra, comme on sait, d’une &quation reduite 





Y de degre en, et dont le groupe AH”, isomorphe & H', sera simple comme 
lui, et aura pour ordre M. 

127. On peut deduire immediatement de ces remarques l’impossi- 
bilite de l’existence de groupes simples correspondants A la plupart des 
solutions du tableau preeedent. 

Theoreme. Il n’eziste aucun groupe simple d’ordre 8.279 = 3.12. 

Le groupe correspondant H’ serait en effet d’ordre 8.27. Il con- 
tiendrait un groupe 7’ d’ordre 27 (Sylow). La reduite correspondante Y 
aurait pour degre 8: son groupe H” aurait pour ordre 8.27, ce qui est 
absurde, cet ordre devant diviser 1.2.3... 8. 

128. Theoreme. Il n’existe aucun groupe simple d’ordre 72. 

Car H', ayant pour ordre 72, contiendrait un groupe I’ d’ordre 9. 
La reduite Y aura pour degr& 8: son groupe H” serait simple, et d’ordre 
8.9; ce qu'on sait &tre impossible, d’apres l’eEnumeration des groupes de 
8 lettres faite par divers g&ometres. 


129. The&ore&me. Il n’existe aucun groupe simple d’ordre 6, 12%, 
24, 56%, 18%, 2.7.89, 489, 160y, 18.16, 364, 18y, 36.3. 

On raisonnera de m&me, en prenant pour /’ le groupe d’ordre 3, 4, 
8, 8, 9, 16, 16, 32, 32, 9, 9 ou 27 contenu dans H. 
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130. 'Theore&me. La solution (IX.) ne peut donner de groupe simple. 

En effet H contient un groupe d’ordre 229 =20y; done H’ con- 
tiendra un groupe /’ d’ordre 20. La reduite Y sera de degre 6; et son groupe 
H" eontiendrait un faisceau F’ de 10 substitutions &changeables entre elles, 
eorrespondantes & celles du faisceau F d’ordre any que contient HA; F"” devrait 
eontenir une substitution d’ordre 5, et une substitution binaire qui lui füt 
echangeable, ce qui est Evidemment absurde dans un groupe de 6 lettres. 

131. Theoreme. La solution (X.) ne peut donner de groupe simple. 

Car H eontient un groupe d’ordre 2.119; H’ un groupe d’ordre 2.11. 
La reduite Y serait de- degre 12; et l’on sait quwil n’existe aucun groupe 
entre 12 lettres et d’ordre 12.11.2. 

132. Theor&me. Les solutions (XVIL) et (XXVIl.) ne donnent 
aucun groupe simple. 

Car on aurait une reduite Y de degr&e 6 et dont le groupe con- 
tiendrait un faisceau F" de 15 substitutions @changeables entre elles, ce 
qui est absurde (N°, 130.) 

133. Theor&me. La solution (XX.) ne donne aucun groupe simple. 

Car H’ contient un groupe I’ d’ordre 2.42; la reduite Y sera de 
degre 15, et son groupe aurait pour ordre 15.2.42. Il contiendrait un 
faisceau F’ de 42 substitutions &changeables entre elles, dont l’une S d’ordre 
7 et & 2 eyeles (sil n’y en avait qu’un, F’ contiendrait le groupe alterne 
et n’aurait pas pour ordre 15.2.42). Or les substitutions entre 15 lettres 
echangeables A une telle substitution S sont en nombre 2.7 <42. 

134. Theore&me. La solution (XXIIL) ne donne aucun groupe simple. 

Car H’ eontenant un groupe d’ordre 2.12 on aurait une reduite Y 
de degre 7 et dont le groupe A" aurait pour ordre 24.7. Or le seul groupe 
entre 7 lettres qui soit de cet ordre est le groupe lineaire 

2 acı+by+es | 
E az+by+tez | mod. 2 
3 ac+b"y+cz 


lequel ne eontient pas de faisceau F’ de 12 substitutions echangeables entre 
elles, comme cela devrait £tre. 

135. Theortme. Les solutions (XXVII.) et (XLIV.) ne donnent 
aucun groupe simple. 

Car on aurait une reduite Y de degre 8, dont le groupe aurait pour 
ordre 72.7, ce qui n'est pas possible. 
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136. The&or&me. Les solutions (XXIX.), (XXXVII), (AXAIX.), 
(XLII.) ne donnent aucun groupe simple. 

Prenons pour exemple la solution (XXIX.). 

On aurait une reduite d’ordre 20, dont le groupe H” contiendrait un 
faisceau F” forme de 57 = 3.19 substitutions @echangeables entre elles. 





L’une d’elles serait eireulaire et d’ordre 19. Mais les substitutions echan- 
geables A une telle substitution dans un groupe de 20 lettres se reduisent 
A ses puissances, en nombre 19< 57. 

137. Theoreme. La solution (XXXVIl.) ne donne aucun groupe simple. 

Car on aurait une reduite d’ordre 6, dont le groupe, ayant pour ordre 
360. serait alterne. Il devrait contenir un faisceau de 30 substitutions 
@ehangeables entre elles, ce qui est @videmment impossible. 

138. Theor&me. Il mexiste aucun groupe simple d’ordre9y, Sy, 
ou ty. 

Car le groupe correspondant ZH’, d’ordre 9, 8 ou 4, ayant pour ordre 
une puissance d’un nombre premier, ne peut &tre simple (Sylow, Mathema- 
tische Annalen T. V). 

139. Theor&me. La solution (XXXVI.) ne fournit aucun groupe simple. 

Car on aurait une reduite d’ordre 9, dont le groupe serait simple, et 
d’ordre 72.2. Mais il n’existe aucun semblable groupe (Comptes Rendus, 
23 Xbre 1872). 

140. Theoreme. La solution (XI1l.) ne fournit aucun groupe simple. 

En effet H’ contient un groupe d’ordre 19.2 et ’on aura une rednite 
Y de degre 20 et d’ordre 20.19.2. Son groupe H" contient un groupe 
d’ordre 19.2, derive d’une substitution eireulaire d’ordre 19 et d’une sub- 
stitution binaire qui lui est permutable. Cette derniere substitution eontenant 
J eyeles, m’appartiendra pas au groupe alterne. Cela pose, le groupe H" 
de l’&quation Y sera permutable au groupe d’ordre moitid moindre forme 
par celles de ses substitutions qui appartiennent au groupe alterne. Il ne 
sera done pas simple. 

141. Theoreme. La solution (XXV.)ne fournit aucun groupe simple. 

On aura en effet une reduite Y-de degre 63 et dont le groupe H" 
devrait &tre simple et d’ordre 126.62. Il doit &tre primitif; sinon on aurait 
une reduite de degr& diviseur de 63 et dont l’ordre ne pourrait &tre divi- 
sible par 31. D’ailleurs il doit contenir un faisceau F” d’ordre 62 et dont 
les substitutions sont &changeables. L’une d’elles est d’ordre 31; elle aura 
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deux cycles, sinon 4” serait 32 fois transitif (Voir notre Trait& des Sub- 
stitutions, Note C), et m’aurait pas pour ordre 126.62. AH" contient en outre 
une substitution binaire eEchangeable a celle-la, laquelle aura 31 eycles, et 
n’appartiendra pas au groupe alterne. Done F’” ne sera pas simple. 

142. Theor&me. La solution (XL.) ne peut donner de groupe simple. 

On aura en effet une r&duite Y de degr& 36, dont le groupe H”, d’ordre 
72.35, eontient un faisceau F"” forme de 35 substitutions &changeables entre elles, 
et d’une substitution binaire qui est permutable au groupe des pre&cedentes. 

F" contient une substitution S d’ordre 7, qui aura necessairement 
5 eycles si H’ est primitif; sinon #’ contiendrait le groupe alterne (Bulletin 
de la Societe Mathematique de France T. I, page 221). Il contient en 
outre une substitution T d’ordre 5 Echangeable A celle-la, et qui par suite 
devra permuter les eing eyeles. Il contiendra ST, qui sera cireulaire 
d’ordre 35. Il eontient enfin une substitution binaire U permutable au groupe 
forme par les puissances de ST. U aura 17 ceycles, et n’appartiendra pas 
au groupe alterne; done A” ne sera pas simple. 

D’autre part, si HA” nm’etait pas primitif, on aurait une reduite Z, 
d’un degr& diviseur de 36. Si ce degre etait 18 ou 12, l’ordre de son 
groupe ne pourrait &tre divisible par 7 sans quiil contint le groupe alterne 
(Bulletin de la Soeiete math&matique de France T. I, page 41). Üet ordre 
ne peut done 6tre egal A 72.35. Il en est Evidemment de m&me si le 
degre de Z est <7. Enfin si le degre de Z est 9, Vordre de son groupe 
ne pourrait &tre divisible par 5 sans quwil contint le groupe alterne. 

143. Theoreme. La solution (XV.) ne donne aucun groupe simple. 

Nous aurons en effet une reduite Y de degr& 21 et d’ordre 21.12.2. 
Adjoignons-nous une de ses racines. L’equation Z de degre 20 qui nous 
reste a pour ordre 12.2. Son groupe @ contient un groupe /' d’ordre 3: 
et d’apres la formule de Sylow, on aura 12.2 =3P(3«+1), 3/ etant l’ordre 
du groupe forme par celles des substitutions de @ qui sont permutables & 
T; mais on a 35% =12; done 3%=12.2, @=0 et le groupe 7 sera 
unique. Il est forme& des puissances d’une substitution d’ordre 3, laquelle 
laissera immobiles au moins deux racines de l’&quation Z. On en deduit 
(Trait&E des Substituions N°. 399) que X n’est pas primitive. On aura done 
une r&duite nouvelle, ayant pour degre un diviseur de 21, et dont l’ordre 
ne pourra &tre egal & 6.7.12, comme on s’en assure ais&ement. 

144. Theoreme. La solution (XXIV.) ne donne aucun groupe simple. 
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On aurait en effet une reduite Y de degr& 21, dont le groupe con- 
tient un faisceau F” de 60 substitutions echangeables entre elles. L’une S 
de ces substitutions sera d’ordre 5, et contiendra 4 eyeles si Y est primitive. 

Les substitutions @changeables & S s’obtiennent en. combinant ses 
puissances avec les permutations qu’on peut effeetuer sur ces 4 eyeles. 
Pour que F” contint 60 substitutions, il faudrait done que parmi les 1.2.3.4 
permutations de ces eyeles on püt en trouver un groupe de 12 Echangeables 
entre elles, ce qui est Evidemment impossible. 

Si Y n’etait pas primitive, on aurait une autre reduite de degre 3 
ou 7 dont le groupe devrait contenir un faisceau de 60 substitutions echan- 
geables entre elles, ce qui est Evidemment impossible. 

145. Theore&me. Les solutions (XIX.) et (XXVII.) ne donnent 
aucun groupe simple. 

On aurait en effet une reduite Y de degr&e 18 et dont le groupe H" 
aurait pour ordre 18.17.2. Celles des substitutions de F” qui laissent une 
racine immobile formeront un groupe @ d’ordre 17.2, derive d’une substi- 
tution eireulaire S d’ordre 17 et d’une substitution binaire permutable A S; 
ses substitutions deplaceront toutes au moins 16 racines. 

Cela pose, H’ contient un faisceau forme de 6 (ou 12) substitutions 
echangeables entre elles. Ce faiseeau eontiendra une substitution d’ordre 3 
et une d’ordre 2, dont le produit sera une substitution T d’ordre 6. 

Les eyceles de T seront d’ordre 2, 3 ou 6. Mais si l’un d’eux etait 
d’ordre 3, T’ laisserait au moins 3 racines immobiles, et par suite en de- 
placerait moins de 16. Done ils seront d’ordre 2 ou 6. Uela pose, T con- 
tiendra 3 eyeles d’ordre 6: sinon T’ ne pourrait d&placer plus de 12 raeines. 
Mais alors T n’appartiendra pas au groupe alterne. Done HT’ ne sera 
pas simple. 

146. Theoreme. La solution (XII.) ne fournit aucun groupe simple. 

On aurait en effet une reduite Y de degr&e 10, et d’ordre 10.18.2. 
En s’adjoignant une de ses racines, il resterait une &quation de degre 9, 
dont le groupe @, d’ordre 18.2, eontiendrait un groupe 7’ de 18 substitutions 
echangeables entre elles. 

Soit 4 le groupe d’ordre 9 forme par celles des substitutions de 7 
qui ont pour ordre une puissance de 3. Ce groupe 4 ne pourra &tre exelu- 
sivement form& de substitutions deplagant 6 raeines. 

En effet, supposons qu’il en füt ainsi: et soit S=(abe)(a'b'c') une 
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des substitutions de 4; a”, b", c" les trois racines restantes. 7 contiendrait 
une autre substitution ternaire T, autre que les puissances de S, echangeable 
a S et deplacant 6 lettres. On aurait &evidemment T= U(a”b"c"), U etant 
une puissance .de l'une des deux substitutions eireulaires (abe), (a’b'c'): 
et il est elair que ST ou ST’ deplacera les 9 racines. 

Cela pose, deux cas seront & distinguer: 1°. Si 7 contient une sub- 
stitution qui deplace les 9 racines, cette substitution elle-m&me, ou son cube, 
sera de la forme 

V = (abe) (a'b'c')(a"b"c"). 
Or les substitutions echangeables A V sont en tout en nombre 18, mais ne 
sont pas toutes &changeables entre elles. 

2°. Si 7 contenait une substitution eirculaire ternaire, AH" contien- 
drait le groupe alterne, et par suite aurait un ordre superieur & 10.18.2; 
ou bien Y ne serait pas primitive, et l’on aurait une nouvelle reduite Z de 
degre 2 ou 5, qui ne pourrait avoir pour ordre 10.18.2. 

147. Theor&me. La solution (XXX.) ne peut fournir de groupe simple. 

On aurait en effet une reduite Y de degre 36 et d’ordre 36.30. Le 
groupe d’ordre 30 forme& par celles des substitutions de 4” qui laissent 
une racine immobile, ayant 15 substitutions &changeables entre elles, con- 
tiendrait d’apres le theoreme de M. Sylow un seul groupe d’ordre 3. Parmi 
les 35 racines qui restent, 2 au moins resteraient immobiles par la substi- 
tution S d’ordre 3 dont les puissances forment ce groupe. >oit plus gene- 
ralement 3k—1 le nombre de ces racines immobiles; Y ne sera pas primitive, 
et ses racines se grouperont 3k A 3k en systemes. (Traite des Substitutions 


. 1. = 
N°. 399). On aura done une nouvelle reduite Z de degre —-, et dont le 


groupe devrait contenir un faisceau de 15 substitutions &changeables entre 
elles: ce qui est evidemment impossible, & moins qu’on wait k=1 et que 
le faisceau ne contienne une substitution eireulaire d’ordre 5. Mais alors 
Z serait elle-m&me non primitive, ou son groupe contiendrait le groupe 
alterne, et n’aurait pas pour ordre 36.30. 

148. Theor&me. La solution (XXI1.) ne peut donner de groupe simple. 

On aurait une reduite Y de degr& 45 et d’ordre 45.44.2. Uelles 
des substitutions de 4” qui laissent une racine immobile forment un groupe 
T d’ordre 44.2 contenant un faisceau / de 44 substitutions &changeables 
entre elles. 7 contiendra une substitution S d’ordre 11, qui aura 4 cycles. 
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Car si elle en avait moins, H” contiendrait le groupe alterne, ce qui est 
inadmissible, ou serait non primitif. On aurait dans ce dernier cas une nou- 
velle reduite, de degre diviseur de 45, et dont l’ordre ne pourra &tre divisible 
par 11 que si son degre est 15 et si son groupe contient le groupe alterne 
(Bulletin de la Soeiet€ mathematique T. I page 4), ce qui est inadmissible. 

Done S aura 4 eyeles: et 7 sera forme de la combinaison de 8 
avee des substitutions dont Vordre est une puissance de 2, lesquelles. &tant 
echangeables a S, permuteront ses eycles, et laisseront immobiles les lettres 
des eyeles quw'elles ne deplacent pas. 

Si lune T de ces substitutions ne deplacait que 2 eveles, elle de- 
placerait en tout 22 lettres et n’appartiendrait pas au groupe alterne. Done 
H'" ne serait pas simple. 

Done les 43 substitutions de 4, autres que l’unite, deplacent toutes 
les racines. 

Or nous avons demontre (Journal de Liouville 2° serie T. XVII) 
la proposition suivante. 

Soient G un groupe transitif entre m lettres; H le groupe de degre 
m—1 forme par celles de ses substitutions qui laissent une lettre immobile: 
N, le nombre des substitutions de H qui ne deplacent que x lettres: M le 
nombre des substitutions de G@ qui deplacent toutes les lettres: on aura la 
formule 

M = m(}N, +3 Nn-3+ + Kst N,)- 


m 
Appliquons cette formule au groupe AH". On aura m = 4. 
N„-ı+N„at+'"+N, = 4.2. 
On vient de voir que N,_,— 43. D’autre part N, est @videmment 
egal A 1. On aura done 
N„.a+Nn3+'"+N, =44 
et par suite 


M = ABl Nn +3 Ns + + 
<45!N,„.+N,.s+ +44) <45 44+44 


Mais d’autre part, le groupe H eontient un faisceau F d’ordre 5, dont 


- 


les transformes fournissent 5 E (2 substitutions distinetes. et un faisceau 
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F, d’ordre 3 dont les transformes fournissent 442 substitutions distinetes. 
Les substitutions correspondantes dans AH” seront d’ordre 5 et 3, et- de- 
placeront toutes les racines, car l’ordre du groupe Z’forme des substitutions 
qui laissent une raeine immobile n’est divisible ni par 5 ni par 3. Le 
nombre de ces substitutions est d’ailleurs egal & „4 +} du total. On devra 
done avoir 

(6t+4).45.44.2 = M<44.46, 


equation absurde. 


149. Theoreme. La solution (XXXIV.)ne fournit aucun groupe simple. 


i —1 
On a en effet dans cette solution F= -— + ı+t4tetn=7. Le 


2n 
premier terme de cette somme resulte de l’enumeration des substitutions 
transformees de celles d’un certain faisceau F d’ordre 7y (N°, 74). Le 
terme # resulte de l’Enumeration des transformees des substitutions de cer- 
tains faisceaux F,, ... d’ordre 39 ou 9 (id.). Enfin le terme 4 resulte 
de l’enumeration des transformees de certaines substitutions d’un faisceau % 
d’ordre 4 (N°. 95) et dont les substitutions auront pour forme eanonique 
z,y, 3 az, by, cz 

ou a, db, ce sont egaux au signe pres. Or 3p et 99 sont impairs. 
Done celles des substitutions de H dont l’ordre est une puissance 
de 2 appartiendront & % ou A ses transformes; et leur carr& multipliant 
x, y, 3 par un m&me faeteur, appartiendra ä D, et par suite se reduira A 
’unite (sinon il aurait pour ordre 3 et non une puissance de 2). Toutes 
ces substitutions seront done d’ordre 2. 

Cette eonsequence est absurde. En effet, HJ ayant pour ordre 72.7, 
contiendra un groupe @ d’ordre 8, dont une substitution sera echangeable 
A toutes les autres (Sylow, Mathematische Annalen, T. V). 

Soit 

a, y, 2 az, by, c3 
cette substitution; a, b, ce devant &tre, par hypothese, egaux A +1, et le 
determinant abe &tant egal A 1, on pourra poser 


| 
. S = 7, Y, 5 I, 9, 2. 


Soit T une seconde substitution de @, differente de S et de l’unite. 
Elle sera de la forme 


T = |z, y, 3 act+Ppy, dc+tP'y, yz| 
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et Yon pourra disposer des variables x, y de maniere & la ramener elle 
aussi & sa forme canonique 
T = |z, y, 3 az, by, ez|. 

D’ailleurs a, db, ce doivent ätre egaux A +1, et abe=]1; on pourra 

done supposer 
T= .,y3 ,-y -3|. 

Les substitutions S et T, combindes entre elles, donneront un groupe 
g dordre 4; et @ resultera de la combinaison de g avec une nouvelle 
substitution qui lui soit permutable. Cette substitution U, &tant en me&me 
temps d’ordre 2 et echangeable & S, sera de l’une des deux formes 

x, y, 3 az, by, c2|, 
x, y, 2 ay, bz, cz. 

Si elle etait de la premiere forme, elle appartiendrait evidemment A g; si 
elle est de la seconde forme, on aura necessairement ab=c=—l. 

Cela pose, @ contiendra la substitution TU, laquelle est @videmment 
d’ordre 4. 

150. Il ne nous reste plus & diseuter que les solutions (III.), (XIV.), 
(XX1.), (XAXXL), (XXXIL), (XLL), (XLOI). 
Theor&me. La solution (11l.) ne peut fournir aucun groupe. 
On aurait en effet 


. n—1 / 
z=$3+7—, avec n= 31. 


. 


Et H contiendrait un faisceau F d’ordre 31Y (fournissant le terme = ), 
lequel resulterait de la combinaison de $& avee une substitution S d’ordre 
31, ayant pour forme canonique 
x, Tue u) 

ou 7 est une racine 31eme de Y’unite. 

Le groupe I forme des substitutions de H permutables A F, ayant 
pour ordre 32y, eontiendra une substitution T de la forme 

(12.) |2, y,z ay, bz, cz 

qui devra transformer S en une de ses puissances. Üette transformde &tant 


7,9, 3 Tex, Ty, T2 
on aura les eonditions 









180 Jordan, equations differentielles lineaires a integrale algebrique 


d’ou 
e=1, v=u mod.31. 





D’railleurs 79 =1, dou l+u+r=0mod.31. Done u et v seront 
respectivement egaux A 9 et 2. 
Les substitutions de & etant d’ailleurs de la forme 
x,y,2 #x, ®y, #2 
ou 9 est une racine eubique de lunite, celles de F auront pour forme 
generale 
(73.) x, y,3 tz, Rty, Hrn. 

151. Les faisceaux contenus dans H, autres que F et ses trans- 
formes, seront eontenus (N, 79 a 82) dans un groupe K, dont on pourra, 
par un choix de variables convenable, mettre les substitutions sous la forme 

x, y, 3 ac+Py, ac+P'y, y2. 
Le groupe K’ forme par les substitutions 
2,y ac+ßy, dat y| 
sera octaddrique, et celles de ses substitutions en nombre ® qui multiplient 
z et y par un m&me facteur resulteront de la combinaison des substitutions 
z,y ®x, ®y 
eorrespondantes A celles de & avec les puissances de la substitution 


a u 
oü j est une racine huititme de l’unite. Les faisceaux contenus dans K' 
seront les transformes de trois d’entre eux, respectivement formes de la 
eombinaison des w substitutions preeedentes, avec les puissances d’une sub- 
stitution 
z,y nta,nt'y 

olı £ est racine primitive de l’une des equations =1, ?=1, =1,n se 
reduisant A Vunite si #=1, A j dans les deux autres cas. 

Les substitutions du premier faisceau, ot #=1, seront evidemment 
eontenues dans la forme suivante 


2, y jez, joy) 


De m&me pour celles du troisieme faisceau, ou =1. 
Pour le second faisceau, ot = 1, on remarquera que = —9= j'6, 
et a=1. es substitutions seront done de la forme 
2, y jez, rot 
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Les substitutions de K correspondantes & celles de K’ auront done 
pour forme canonique une des deux suivantes 
(74.) z, y, 3 j0®z, joy, jez], 
(19.) 2,4,» "jtoz, Roy, jez. 

152. Toute substitution de H &tant la transforme&e de une des sub- 
stitutions precedentes, aura m&me forme eanonique, A savoir Vune des 
formes (73.), (74), (75.). . 

Si elle a la forme canonique (73.), Ja somme des racines de son 
equation earacteristique sera 

(76) lt +T TR), 
Si elle a la forme eanonique (74.), la somme de ces raeines sera 
Ch PT De a 
Si elle a la forme canonique (75.), cette somme sera 
78) root +). 
153. Cela pose, on a vu que H ceontient la substitution 
S = |z, y, 3 ta, Ty, T”z 
et une substitution T de la forme (72.). Comme on peut, sans changer la 
forme de S, prendre pour variables au lieu de y, =, des multiples quel- 
conques de ces quantites, on pourra faire en sorte que a et b, et par suite 
c, se reduisent & Vunite; d’ou 
Tel, 9,3, 2 


Cette substitution, &tant d’ordre 3 et Etrangere au groupe $, appar- 


tiendra & l’un des groupes transformes de K. Soient x’, y', 3’ les nouvelles 


variables qui ramenent les substitutions de ce groupe A la forme 
X, y,3 aact+ßy, «c+Py,yz. 
Il contiendra la substitution 
5 ’ Ki | a, ee 
U=ir,y,3 72,39, 3 
echangeable A toutes ses substitutions, et notamment A T. 
La substitution 
Y‚=U=Ii2,y,s —-z2,-y,35 
aura —] pour somme des racines de son &quation caracteristique. 
Soit 
z axc+ by-+ cz 
y ada+by+cz 
| Z a'c+ b’y+c'z 
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la forme que prend cette substitution V, rapportee aux anciennes variables 
T, 9, 2. 
Elle est echangeable a T; or on a 


2 ay+ bz+ ex zz dı+by+cz 
ITV=| Yy ay-+ b'’z + cz , VT = | Y a'c-+ b’y+c'z ® 
3 ay+b"z+cz zz acı+ bytes 


Identifiant. il viendra 


Zi 


te, deda, aa! 


d’ot 
zz axc+by+ cz 
| | 
V=|y cex+tay+tbz - 
2 bxe+cy+taz! 
Son equation caracteristique 
a—s b c 
| | 
C a8 b|ı = 0, 
| 
b c a—s 


aura pour somme de ses racines la somme 3a des coeffieients diagonaux. 
On aura done Bda=—l, a=—4- 
154. Considerons maintenant la substitution 


zT Tac+T"by-+T”" cz 


s"V un | y 1" cc+T"ay+rT""bz |« 


| . | 
| Z T"bac+T””" cy--T "az | 


I,.a somme des racines de son &quation caracteristique sera 
Tra+T"a+T"a ee N (T”+ > . 


quantite qui devrait &tre Eegale pour toute valeur de m & l’une des quan- 
tites (76.), (77.), (78.); ee qui est absurde. Car 7 est racine d’une equation 
irreductible de degre 30 = 
TC — 
9) <= 9 
laquelle reste irr&ductible apres ladjonetion des irrationnelles j et #6. 
L’equation . 
("++") = A, 
ou A est lune des quantites (76.), (77.), (78.) convenablement choisie 
devrait done &tre identique, ou se reduire A l’equation (79.) apres qu'on 


. 
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aurait abaisse son degr& par la suppression des multiples de 31 dans les 
exposants de r. Or il est evident qw'il n’en peut &tre ainsi, de quelque 
maniere que A soit choisi. 

155. Theoreme. La solution (XXIl.) ne peut fournir aucun groupe. 


On a 
# x _ n—1 1 AR use. 
Bet wi. or 
on=6, et, pe. 
. p—1 


On verra comme au N°, 150 que le terme provient de la con- 


3 

a...i0 r = | “ er p | | 

sieration d’un faisceau F’ dont les substitutions ont pour forme canonique 
(S0.) z, y, 3 tz, Rdy, Ritz 

a@=1 T’=1. 


# 156. Soit en second heu 


’ 


ct, y, 3 ax, by, €2 


BE la forme eanonique des substitutions du faiseeau F qui donne le terme 
ya E) » . ’ “ \ . . i 
", Pordre de ce faisceau &tant Ip, c’est-A-dire une puissance de 3, les 


3p 
eoeffieients a, b, ce dans ses diverses substitutions seront des puissances d’une 


irrationnelle £, racine d’une equation binöme de degre 3%. Nous allons 


wen > 


montrer que Vonak=2, 9=3. 
En effet, F eontient une substitution de la forme 
(81.) rn... ui 
laquelle, transformee par la substitution de la forme 
(82.) z, y, 3 ay, bz, cz 
que eontient H, donnera la substitution 
(83.) u... ea, tg, il. 
Des substitutions (82.) et (83.) on deduit la suivante 
u ET ie 7 un I 
ou les exposants m+en, am-—(a+1)n» pourront prendre deux valeurs 
arbitraires queleonques mod.3‘, si le determinant 
1 0 


a —-—a—1 


a ent 
h est premier & 3, ce qui arrivera toutes les fois que @ sera > 1 mod.3. 
4 Dans ce cas, F eontiendra toutes les substitutions de la forme 


(84.) EP DE 2 Re 6 A u IR 
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Il aura done pour ordre 3”, et contiendra la substitution 


"r, a) p' g = |z, y, = 6x, 9y, dz. 


2,93 
On aura done p=3, et F aura pour ordre 3". 

Soit au contraire e=1 mod.3. On aura -—« —e-l1=—3 mod.9; 
et par suite, on pourra choisir m et » de telle sorte que m+an et 
am—(«a+1)n» prennent deux valeurs queleonques congrues par rapport au 
module 3. Les substitutions de F auront encore la forme (84.), avec la 
seule restrietion v = u mod.3. Leur nombre sera 3’”"'"=3""°’g, car on 
aura encore ic 9 =3. 

Dans le cas actuel ol cet ordre est egal a 9y, on aura Eevidemment 
k—=2, et les substitutions de F seront de la forme (84.) avec la condition 
v= u mod.3. 

157. Cherehons enfin l'expression des substitutions du faisceau F, 
dordre 6% qui a fourni le terme -_ N 

Soit 

z, %, 3 ax, by, c2 
la forme canonique de ces substitutions. F, resulte de la combinaison de 
deux groupes @ et @,, Yun d’ordre 2, l’autre d’ordre 3Y. 

Le premier est forme par une substitution S d’ordre 2, dans laquelle 
a, b, e se reduiront par suite & +1. On a dailleurs abe= 1. 

D’ailleurs le groupe /,, forme par celles des substitutions de H qui 
sont permutables & F,, ayant pour ordre 2»y, H contiendra une substitution 
T de la torme 

zT, y, 3 ay, b’zx, c'z.. 
Cela pose, on aura 
S= 2, y,3 -z-—y, 2. 
Car si $ etait egal, par exemple, & 
I, Y, 3 I, —Y, —2 
T transformerait S en une nouvelle substitution 
2,Y9,3 —TY, —3 


laquelle, combinee awee S, donnerait un faisceau d’ordre 4 contenu dans 


F,, ce qui est impossible. 
Quant A @,. il resultera de la combinaison: de & avec une substi- 
tution U d’ordre 3, dont la 3*me puissance appartiendra & &. 





EEE N 
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D’ailleurs U? se reduit A l’unite. En effet, considerons le groupe ] 
d’ordre 3.99 forme par les substitutions de 4 permutables a F. Son ordre 
etant egal A la plus haute puissance de 3 qui divise l’ordre de H, toute 
substitution de 4 dont Voordre est une puissance de 3 appartiendra a / ou 
} ses transformds (Sylow, Mathematische Annalen T. V). Done U est trans- 


ae 1% 


a form&ee d’une substitution de 1. 

; Or les variables &tant supposdes choisies de maniere A ramener F 
a sa forme canonique, les substitutions de J appartiendront a lune des deux 
formes (82.) ou (84.). Ces dernieres substitutions sont eelles de F, et aucune 
de leurs transformdes n’appartient au faisceau F.. Done U est la trans- 
formde d’une substitution de la forme (82.) dont le cube se reduit &videm- 
ment A lunite (le determinant a’b’e’ &tant egal A 1). 

La substitution U sera done de la forme 
iz, y, 3 Oz, Oy, 012 
‚# et combinee avec & reproduira toutes les substitutions de cette forme. 
En les combinant avee S, on aura pour forme generale des substi- 
tutions de F, la suivante: 
(85) I, 1,3 (-N’@x, (-1)’0y, 012. 
158. Toute substitution de H sera done r&eduetible A V’une des formes 
canoniques (80.), (84.), (85.). La somme des racines de son dquation 
) caracteristique sera done lune des quantites 
(6) Hd ++, (’=|1), 
(87) P+P+t", (=1 v=u mod.3), 
88) (-DI +) +7, ($—=1). 
159. Cela pose, soit 
U = | z,y,3 day, bs, cal. 
celle des substitutions permutables & F dont U est une transformee. On 
pourra, en prenant pour variables au lieu de y et z des multiples de ces 
quantites, faire en sorte que «=b'=1, doüu € =1. Üela pose, la substi- 
tution de H qui transforme U en U’ transformera $S en une substitution V 
d’ordre 2 et &changeable A U’. On verra comme au N°. 153 que V est 
de la forme 


x arc+by-+ cz 
cz +ay-+bz 


z be+cy+az 
et uea=—}- 


Journal für Mathematik Bd. LXXXIV. Heft? u. 3. 
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Faisons maintenant le produit de V par les diverses substitutions 
de F; nous obtiendrons de nouvelles substitutions, ayant pour coefficients 
diagonaux at“, at’, at*”. La somme de ces coefficients sera 

rer) 
et doit etre egale A l’une A des expressions (86.), (87.), (88.). Or si l’on 
pose, par exemple, «=1, v=4, il est aise de voir que l’&quätion 
(44) = A 
laquelle devrait devenir identique en tenant compte des relations 


9— Eu te 
Ph 


n’a pas lieu, de quelque maniere qu’on choisisse A. 
160. Theoreme. La solution (XLI.) ne peut fournir aucun groupe. 
p—1 


On verra comme dans le cas precedent qu’aux quatre termes “ 


et En B Er 
ge“ z we 4 de la somme = correspondent quatre faisceaux F, F', F”, 
F", dont les substitutions, mises sous forme canonique, auront respec- 
tivement les expressions suivantes: 

l'. Pour les substitutions de F 

x, 9,3 (10x, (-10y, (-Nrre PR. 
2". Pour celles de F 
94,3 PFa,Py t""z3, v=u mod). 
3’. Pour celles de F’ 
I, y» 2 RT, Try, 9 °7 2]. 
4’. Pour celles de F’ 


Io, y, s x, y, Of] 








(eas partieulier de la forme des substitutions de F). 

161. Toute substitution de H etant transformee de l'une de celles 
qui preeedent, aura pour somme des racines de son &quation caracteristique 
l’une des expressions 

(89.) (—1)° 9: +(—1)P0" + (—1)°+? rc 
( u v = u—v 
(90) M+er+mT, 
(91) et +rrtr), 

162. Uela pose, les variables etant choisies de maniere & ramener 

F & sa forme canonique, on verra comme pr&c&demment que parmi les 


#E 

x 
Be B 

“x 

a 
5, 
+ 
a 

Er 
y 
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substitutions de la forme 


' h' ' | 
Iz, y, z a'y, b'z, cz 


il en existe une U’ qui est la transformee d’une des substitutions U d’ordre 
3 contenues dans F. Or F contient une substitution d’ordre 2 Echangeable 


x 


a4 U: done H contiendra une substitution V d’ordre 2 et Echangeable A U". 


' ' 


Supposant, ce qui est permis, ° =b"'=cd=1, et achevant le rai- 
sonnement comme au cas pr&cedent, on voit qu’on devrait avoir 
44 +) = A, 
A designant une des expressions (89.), (90.). (91.). On verifie immeldiate- 
ment que cela n’a pas lien. 
163. Theor&me. La solution (XLIIL.) ne peut donner aucun groupe. 
. En p—1 P—1 f 2 1 x ! 5 5 — 97 - . 
On a 2= Mag az +3+4, ou p =21, p=2%7. On voit 


2 ’ y—1 
comme preeedemment quwau terme g” - 
3» 


les substitutions auront pour forme canonique 


eorrespond un faisceau F, dont 


(92.) a... aut 
ou u et v sont queleonques (N°, 156). 


pP—1 
3p' 
auront pour forme eanonique 


Au terme eorrespond un faisceau F’, dont les substitutions 


(93.) x, 94,3 HT, Pry, OP tPz, 

Au terme 4, un faisceau F”, dont les substitutions auront pour forme 

canonique 
T, Y, S 02, 0" y, rg 
laquelle rentre comme cas partieulier dans les preeedentes. 

164. Enfin le terme 2 resultera de l’enume£ration de substitutions 
permutables & l’un des faisceaux F, F',.F" (N, 90) et d’ordre pair (leur 
equation caracteristique ayant deux racines &gales et de signe contraire), 
ou de substitutions appartenant A des faisceaux d’ordre 4y. (N. 74 ou 95). 

Or un faisceau d’ordre 4 resulte de la combinaison de $ avec un 
faisceau d’ordre 4 dont les substitutions auront une forme eanonique con- 
tenue dans la suivante 

4,3 Ya, dyi |, *=1) 
par suite ses substitutions seront de la forme suivante 
(94.) a,9Yy,2 &Wz, Hi y, i7°z. 
24* 





188 Jordan, equations differentielles lineaires a integrale algebrique. 


Dautre part, les groupes /, I formes par les substitutions de H respeetive- 
ment permutables a F, F’, ayant poyr ordres les nombres impairs 3py, 
3p'p ne eontiendront aucune substitution d’ordre pair. Enfin, x, y, 3 etant 
supposes choisis de maniere A ramener F’ A sa forme canonique, les sub- 
stitutions qui lui sont permutables sans lui appartenir seront de l’une des 
formes 

x, y, 3 ay, bx, cz , 

x, y, 3 ax, bz, cy|, 

x, y, 3 az, by, cz, 

x, Yy, 3 ay, bz, cx|, 

7, y, 3 az, ax, cy.. 

Les deux dernieres formes ne peuvent contenir aucune substitution 
d’ordre pair, car son cube, egalement d’ordre pair, appartiendrait A F", dont 
l’ordre est un nombre impair 3g. 

Considerons d’autre part une substitution R d’une des autres formes, 
par exemple de la premiere. Son carre 

x, y, 3 abz, aby, c’z| 
appartient & F’ et a deux coefficients egaux. Il appartient done A &. 


Done ab.= ec’. Diailleurs le determinant —abe est &galä1l. Done d=—l, 
dot e=—#. ÜCela pose, remplacant x et y par de nouvelles variables 


> % 


x, y qui ramenent R A sa forme canonique, on aura 
R = c,y,z Vabz, —Vaby', —#z 
| = ec, y,»:» dd, My, —®?7|, 
ce qui est un cas partieulier de la forme (94.). 

165. Done toute substitution de H ramende A la forme eanonique 
sera de lune des especes (92.), (93.), (94). La somme des racines de 
son equation caraecteristique sera done de une des formes 

BT, 
(HH) rer een 
97) PH +7), 


b 


166. Uela pose, F’ eontient en partieulier deux substitutions 
U=|2,, 9,5 2,04, 63 
et 
Se, ss 12, Ty-Ta 


une d’ordre 3 et lYautre d’ordre 7. 





4 
x 
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On verra comme au N°. 157 1". que U est une transformee d’une 


substitution U’ permutable A F et pouvant se mettre sous la forme 
T, 4, 2 Y, 3, X 
les variables &tant iei choisies de telle sorte que F prenne sa forme cano- 
nique; 2". que S est la transformee d’une substitution V @ehangeable a U", 
et qui sera par suite de la forme 
z axc+by-+ cz 
y exr-+tay-+bz 
z ba+cy+az 
V £tant la transformee de S, aura la m&me dquation caraeteristique; done 
on aura 
3a = T+rT+ 7°. 
Cela pose, multiplions V par une queleonque des substitutions de F; 
nous obtiendrons une nouvelle substitution ot la somme des coeffieients 
diagonaux sera 
ae tr 4) = IH HR Here, 
Cette expression devrait pour toute valeur de u et de v etre egale 
A une des expressions (95.), (96.), (97.) et cette Egalite devrait devenir 
identique en tenant eompte des &quations 
R "—1 Tr —1 
=, =, — =. 
On verifiera immediatement que cela n’a pas lieu. 
167. T'heoreme. La solution (X1V.) ne peut fournir aucun groupe. 
Ona 
n > 


n—1 n' —1 
Er \ ae = 
= a! ag th on = s.n=1W. 


Le terme 4 resulte de la eonsideration d’un faisceau FT, d’ordre 3Y, 
dont les substitutions ont pour forme eanonique 


(98.) x, Yy, 3 0x, Hy, 62, (=1 


i n—1 . en 2% a R 
| 168. Le terme —— resulte de la eonsideration d’un faisceau F 
i dordre 10.  Soit 


= 
Ä 
i 


2n 


(99.) x, y, 3 az, by, c2 
la forme canonique de ses substitutions. Le groupe /, form& par celles 


x 


des substitutions de H qui sont permutables A F, ayant pour ordre 2nY, 
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resultera de la combinaison de F avec une substitution de la forme 
(100) T=|z,y, 3 ay, b'z, cz|. 
D’ailleurs, F resultera Evidemment de la combinaison de PD avec deux autres 
groupes de substitutions de la forme (99.), lesquels auront respectivement 
pour ordre 5 et 2. 
les eoefficients a, b, c seront egaux A des racines einquiemes de 
Funite dans le premier de ces groupes, & +1 dans le second. De plus, 
ces groupes sont permutables a la substitution T; on en deduit aisement 
que leurs substitutions sont de la forme 
(101.) ss Fa, Try, 5, rel 
et 
(102.) %,y,3 -z, —-y 32. 
En les combinant avee ?, on aura pour les substitutions de F la 
forme generale suivante 
(103.) z,y,2 "ta, ®tty, 82 
ou ft est une racine 10° de Yunite. 
169. Reste enfin le faisceau F_ d’ordre Sp correspondant au terme 
= I resulte de la combinaison de $ avec un groupe @ d’ordre 8. Soit 
x, y, »3 ax, by, cz 
la torme eanonique des substitutions de ce dernier groupe; a, b, e y seront 
des puissances d’une quantite j, racine 8°®® de V’unite. D’ailleurs le groupe 
l', torme par les substitutions de 4 qui sont permutables a F’, ayant pour 
ordre 2»’y, H contiendra une substitution T’ de la forme 
T= ız,y,3 ay,bz, cz. 
Supposons d’abord que parmi les substitutions de @ il.y en ait une 
S= |, y,2 ja, j“y, j’2 
dans laquelle l’un des exposants A, u, v soit impair; @’ se reduira evi- 
demment aux puissances de $S. T’ etant permutable & @’, la substitution 
TST =, 9,3 fo,jy gs 


sera une puissance ‘de $S. Il faut Evidemment pour cela quwon ait u = 4, 


our=0. Mais si « etait egal A A, T serait Eechangeable A S, et par 


suite A toutes les substitutions de F'. On pourrait l’adjoindre A ce faisceau 


de maniere A obtenir un nouveau faisceau plus general, ce qui est suppose 
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impossible. Done v=(, et par suite A=—u, S ayant unite pour deter- 


minant. 
Les substitutions de F’ auront done pour forme generale 


(104.) 2, y,3: Mix, Pj’y, 82. 
170. Supposons au contraire que les exposants de j solent pairs 
dans toutes les substitutions de @’; elles seront de la forme 


°y 


Be u. u: Fa ti iR 
en posant i=j. 
T transformant une substitution de eette sorte en 


nd 


H = la, , 3 Fat fs 
la serie des valeurs de A et celle des valeurs de « se eonfondront. Chaeun 
de ces exposants prendra 4 valeurs distinetes dans les substitutions de @'; 
sinon le nombre des syst&mes de valeurs de A, «, et par suite le nombre 
des substitutions de F', se r@duirait & 4, au lieu de 8. 

D’autre part, » sera pair; car siil etait impair, A+ u le serait @wale- 
ment, S ayant 1 pour determinant; A—u le serait aussi. ÜCela pose, dans 
S et ses puissances Je rapport des eoeffiecients de x et de y aurait 4 valeurs 
distinetes, &gales aux diverses puissances de j”“. D’autre part, la sub- 
stitution 


[A 
uw 


Hr ee nit Ei 
et ses puissances, donneraient un systeme de 4 substitutions olı ce rapport 
serait egal a 1. Done l’ordre de @ serait 16 au lieu de 8. 
Mettant done 2» A la place de v, on aura pour la forme aencrale 
des substitutions de F’ 
(105.) -/2, y 3 Mia, Wir y, Mirz. 
171. Toute substitution de F aura done pour forme eanonique 
une des expressions (98.), (103.) et (104.), ou (98.), (103.) et (105.). 
La somme des racines de son &quation caraecteristique sera done de 
une des formes 
(106.) +0 +07, 
(107) +7 +1), 
(108)  @(j’+j”’-+Hl) 
ou de l’une des formes (106.), (107.) et 


(109) MW +ir+n. 
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172. Gela pose, admettons que les variables aient &t& choisies de 
telle sorte que F ait sa forme eanonique. La substitution T de la forme 
(100.) aura @videmment pour ordre un nombre pair; on peut supposer que 
cet ordre est une puissance de 2. Gar on pourrait au besoin considerer 
au lieu de T une de ses puissances impaires convenablement choisie. On 
peut en outre choisir y de telle sorte qu’on ait @ =1. 

Cela pose, la substitution 

T=|z, y, 3: b’z, by, c”s 
sera l’une des substitutions d’ordre puissance de 2 que contient F, lesquelles 
ne sont autres que lunite et la substitution 

S= T, Y, 2 —2,,% 3. 
Done e = 1: et comme —b’c', determinant de T, est egal & 1, T sera de 
une des deux formes 

(110) |o,y,2 9, -a,2, 

(111.) %,Yy 232 9%, —3. 

Or toute substitution de H est la transformee d’une substitution ap- 
partenant & l’un des faisceaux F, F', F’. Ce dernier ne contenant que des 
substitutions d’ordre impair, T sera la transformede d’une substitution de l’un 
des faisceaux F, F', d’ordre 10p et Sp. Done le nombre des substitutions 
de F @changeables a T sera 10y ou 89. 

173. On en ceonelut que T ne peut &tre de la forme (110... On 
verifie en effet immediatement que pour qu'une substitution 

z axc+ by -+ecz 
= y ac+by+cz 
3 ac+b"y+c"z 
soit echangeable a (110.), il faut qu’on ait 
a=—b, Deo e=ed-A "et. 

Done V appartiendrait au groupe K forme par celles des substi- 

tutions de 4 qui ont pour expression 


2 ty 
j Y ac+ß'y- 
3 3 


Ce groupe K est evidemment derive de la combinaison de T avec 
F; et celles de ses substitutions qui sont echangeables A T r&sultent de la 
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combinaison de T avec les substitutions de F @changeables A T, lesquelles 
se reduisent aux 2 substitutions derivees de S et de $. Le nombre total 
des substitutions echangeables A T ne serait done que 4y, ce qui est absurde. 
174. Supposons done T de la forme (111.). Pour que la substi- 
tution V lui soit echangeable, il faudra qu’on ait 
ab b=a, d=—e., "= —b"; 
d’ou 
z ac+by-+ez 
V= y bzs+tay-—cz 
3 az—a"y+c"z 
H doit contenir 10y ou Sp substitutions de cette forme, parmi lesquelles 
4 seulement appartiennent a A. Nous prendrons pour YV lune de celles 
qui ne lui appartiennent pas. 
175. Cela pose, F contenant la substitution 
= |, 9,s Wk, t'y,3s 
et la substitution S, A eontiendra les substitutions V, SV, S’V olı la somme 
des coeffieients diagonaux sera respectivement 
2Za+c", —2a+c", alt+t" 
On devrait done avoir 


(112.) ( —2a+c" = 
latt+t)+c" == 
A, B, C etant des quantit@s convenablement choisies parmi celles des 
formes (106.). (107.), (108.) ou (106.), (107.), (109.). 
De ces trois @equations on deduit 


)+c". 
| Za+c" = A, 

B, 

©. 


a 2 
| 
a8) = 1 Bl=0, 
u ro 


equation qui doit devenir identique lorsqu’on aura tenu eompte des &qua- 
tions irreductibles 


®+0+1 = 0, 
+ 
7759 
j+1=0, 
+1= 0. 


auxquelles satisfont @, t, j, &. 
Journal für Mathematik Bd. LXXXIV. Heft? u. 3. 
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Or on peut verifier assez rapidement que l’equation (113.) ne peut 
etre satisfaite que si l’on prend A=B=(C(; auquel cas les equations (112.) 
donneront a =. 

Mais parmi les substitutions echangeables A T et n’appartenant pas A 
K se trouve la substitution 


be-+ ay — cz 


r 


E 
IV= y ac+ by + cz 
'2 


—- a" c+a'y— c"z 


Raisonnant sur celle-ci comme sur V, on trouverait b=(. 

On aurait done a=b=0; ce qui est absurde, car le determinant 
de V serait nul. 

176. Theor&me. La solution (XXXI.) ne peut fournir aucun groupe. 

On a 


n—1 
2n 


- 


. Es — +3+3, oü n=5. 








—1 a - 
Le terme —— proviendra d’un faisceau F d’ordre 5, dont les sub- 


} 
an 
stitutions seront de la forme 

(114) 2,9,» tx, ty, #2 
t etant une racine einquieme de l’unite. 

Le groupe K d’ordre 2rp form par les substitutions de H permu- 
tables & F s’obtiendra en combinant & F des substitutions de la forme 

T=|z,y 3 ay, bz, c'z|. 

Les faisceaux f, fi, ... autres que F contenus dans K resultent 
chacun de la eombinaison de & avec une substitution de la forme T. 
Le carre de cette substitution appartient & F, et multiplie z et y par un 
meme facteur. Il appartient done d& 2; et par suite l’ordre de chacun des 
faisceaux f, fi, ... sera 2Y. 

177. Le terme $ provient de la consideration d’un ou plusieurs 
faisceaux d’ordre 39. Soit F'Tun de ces faisceaux. Ses substitutions auront 
pour forme eanonique 


(115) Iz,y,2 &z, O'y, Oz 


Si F' donne A lui seul le terme 3, l’ordre du groupe forme par 
celles des substitutions de H qui sont permutables A F’ &tant 9, H ne 
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contiendra aucune substitution des formes 


2, Yy, 3 ay, br, cz 
x, y, 3 ax, bz, cy|, 
x, Yy, 3 az, by, cx\. 

Il en eontiendrait au contraire si F’ ne donnait que la moitie du 
terme #- 

Soient K’', L’, M’ les groupes respectivement formes par celles des 
substitutions de H qui sont des formes 

z, y, 3 axz+ßy, Wc+fß'y, yz|. 
T, Y%, 2 GL, Py+yz2; Py +Y3 ’ 
x, y, 3 axc+yz, Ay, «cty'z. 

Ces groupes sont transformes les uns dans les autres par les sub- 

stitutions de la forme 
It, 4, 2 ay, bz, cz 
que H contient n&cessairement. 

Si F' donne & lui seul le terme 3, il se eonfondra avee K’. Sinon 
K' resultera de la combinaison de F’ avec des substitutions de la forme 

x, y, 3 ay, bz, c3|. 

Dans ce cas les divers faisceaux f',.... autres que F', eontenus dans 
K', auront pour ordre 2%. 

178. Reste le terme }- Il resultera de l’&numeration totale ou 
partielle des substitutions eontenues dans les transformes de f, fi. --. f» --- 
ou d’autres faisceaux ayant pour ordre mp, m &tant une puissance de 2 
(Nos, 74, 90 et 95). 

Chacun des faisceaux qui concourent A produire ce terme $ resultera 
done de la combinaison de & avec un groupe g d’ordre puissance de 2. 

Or la plus haute puissance de 2 qui divise 72.5 £tant 8, on sait 
(Sylow) que H contient un groupe @ d’ordre 8, et que tout groupe d’ordre 
puissance de 2 eontenu dans H sera contenu dans @ ou dans l’un de ses 
transformes. 

179. Les substitutions de ce groupe @ ne peuvent &tre toutes Echan- 
geables entre elles.. En effet supposons qu'il en füt ainsi, et considerons 
le faisceau F" form& par la eombinaison des substitutions de @ et de &. 
amenons ses substitutions A la forme eanonique 


zz, 9, 3 az, by, cz. 
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Le groupe K” torme par celles des substitutions de H qui sont de 

la forme 
2, y, 3 ar+py, dat fy, ya 

se reduit a F”. 

Soit en effet Spp Vlordre de K”; p sera impair; car H, qui contient 
K’, n’a pas son ordre divisible par 16. Cela pose, si p &tait —>1, K" 
eontiendrait un faisceau d’ordre Spy ou 4py, suivant que le groupe 

z,y axz+Py, d«c+P'y 

appartiendrait au premier ou au second type. Cela est impossible, car on 
a vu que tous les faisceaux eontenus dans H ont pour ordre 5y, 3p ou 
mp, m &tant une puissance de 2. 

Il resulte de la que les substitutions de F"’, me@me celles ou a=b, 
wappartiennent chacune (celles de & exceptees) qu’ä un seul faisceau. 
L’enumeration de leurs transformees donnerait done dans Z au lieu du 


terme }, un terme 2, Sky designant V’ordre du groupe forme par les 
substitutions de 4 permutables & F" (On aura &videmment iei k=1 ou 3). 
150. D’ailleurs, @ contient une substitution d’ordre 4. Supposons 
en effet quil en füt autrement. Parmi les substitutions de @, il en est une 
echangeable & toutes les autres. Soit 
S= T, yy 3 2, —9, 3 
cette substitution. 
Une seconde substitution S’, d’ordre 2 et Echangeable A S, pourra 
se mettre sous la forme 
S=iz, y, 3 4, —Y, —2\. 
2 


G resultera de ces deux substitutions, combinees avec une troisieme S 
permutable au groupe (S, S’), et qui sera de la forme 
2, y, 3 ay, Px, y2|. 
On peut supposer «= 1; S”” se r&eduisant & V’unite, on aura ?=1, 
y=-—]1. Mais alors la substitution 
’ [2 ' | 
SS =|,y,2 9,—:z, 3] 
sera d’ordre 4. 


181. La substitution d’ordre 4, dont l’existenee vient d’&tre demon- 
tree, peut se mettre sous la forme 


S=|2,y,3 dx, dy, ®s\. 
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D’ailleurs @ eontient une substitution permutable au groupe Z' derive 
de S, sans &tre &changeable & S. Elle sera de la forme 

T= z, y, 3 oy, Pax, Y3 
et transforme S en 


T, 4, % "zT, ’y, "2 


e" 
# 


laquelle doit &tre une puissance de S sans se confondre avee elle. On 
aura done v=(, et par suite © = —4. I’ sera done forme des puissances 
de la substitution 

GB) Bei y,s ac 8. 

Quant A T, on pourra supposer e= 1, et comme son carr& appartient A 7, 
on aura = +1 dot =F1. Done T sera de lune des formes suivantes 
(117.) 2, 94,35 9,3, —S|, 

(118.) T, Y%, 3 Y, 7,2. 

templacant x, y par de nouvelles variables x’, y’ qui ramenent T 
ai sa forme canonique, on trouvera dans le premier cas 
T=ia,y,z» 2,-y,-—32 
- et dans le second 
T=|e,y,3 w,i'y, —3|. 


Les substitutions du groupe derive de @ et de $, (dont les trans- 
formees restaient A &numerer, ont done chacune pour forme eanonique une 
expression de l’espece suivante 

(119.) x, y, 3 Mix, Hiy, 02\. 

182. Toute substitution de H etant reductible A Vune des formes 
canoniques (114.), (115.), (119.), la somme de ses coeffieients diagonaux 
sera une des expressions 

| (120) (++), 
; (121) + +0, 
(122) &@+e’+1). 
183. Cela pose, admettons que les variables soient choisies de 
maniere & ramener S et T aux formes (116.) et (117.) ou (118). On verra 
comme au N°, 179, que le groupe K"” forme& des substitutions 


(123) |, 9,2 ar+Pßy, dc+P'y, yz 





a pour ordre 8p, et par suite se r&eduit au groupe derive de la combinaison 
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de S et Tavee les substitutions de &. Done les substitutions permutables 
a 7, lesquelles se reduisent evidemment A celles de K”, sont en nombre 
8y, et I’ aura 5 transformes distinets (42 etant Vordre de MH). D’autre 
part, /' renferme 39 substitutions autres que celles de &; et il est elair 
que toute substitution qui transforme une de ces substitutions en une autre 
substitution de 7’, appartient a K”, et par suite est permutable a 7". 
Le nombre des substitutions, autres que les 2, contenues dans 7 
et ses transformes, sera done = 2; ce qui donnera dans & le terme }- 
154. Si la substitution T @chappait A cette enumeration, la somme 
Z (devrait eontenir quelgque nouveau terme, contrairement & l’hypothese. 
Done T doit &tre la transformee de lune des substitutions de 7". 
Supposons d’abord T de la forme (118.). On voit immediatement 
que les substitutions susceptibles de produire cette transformation sont de 
la forme (123.) sans appartenir a K. Elles ne peuvent done se trouver 
contenues dans H. 
185. Il faut done supposer T de la forme (117.). Dans ce cas 
T, etant d’ordre 2, sera une transformee de S°, seule substitution de /’ qui 
soit d’ordre 2: S aura pour transformee une substitution V, ayant pour carre 
T. YV &tant &ehangeable a T, sera de la forme 
z axc+ by-+ecz 
y ba+ ay—cz 
z dz—-ay+cz 
D’ailleurs la somme des coeffieients diagonaux doit y &tre la m&eme 
que dans S dont elle est la transformee. Done 
(124) 2a+c"=i+i'+1=1. 


Formons maintenant les substitutions SV, S’V. Leurs coefficients 


1 " 


diagonaux seront respectivement ai, ia’ =-—ai, ec’ et —a, —a, c". On 


aura par suite 


= A, 
[-2a-+c" = B. 
A et B etant des qyantites convenablement choisies dans les formules (120.), 
(121.), (122.). 

Des equations (124.), (125.) on deduit la suivante 


2A = B+l. 


(125.) 
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On verifie immediatement quelle ne peut @ire satisfaite qu'en posant 
A=B=1. 


Mais alors on aura a=(), dl" =1. 
186. Si au lieu de la substitution V, on eonsiderait la substitntion 


Tr be+ .ay — cz 

IV = Y AR - by (02 
A I (7 

3 -azray—c2 


qui jouit des m@mes proprietes, on trouverait de meme b=(. 

Mais si a et 5b sont nuls, V aura son determinant mul, ee qui est 
absurde. 

187. Il nous reste ä examiner les groupes simples que peut fourmir 
la solution (XXXH.). On sait a priori quelle en domne au moins un, 
eorrespondant aux divers mouvements qui superposent A lui-m&me un ico- 
saedre regulier. Mais il est necessaire de siassurer si ce groupe est le seul. 

H ayant pour ordre 60Y, son isomorphe H’, forme comme il est 
indiqu& au N°. 126, sera simple et d’ordre 60. Or on sait que tout groupe 
de cette sorte est isomorphe au groupe H” alterne entre 5 lettres. Done 
H sera lui-m&me isomorphe & H”. 

188. Soient e5yde les 5 lettres du groupe MH’: il est derive des 
substitutions 


Is 
A (apyoE). 
& (Be)(yd bi 
vr “” \ 
Ü : (By) (de), 


qui ont respeetivement pour ordre 5 et 2. >Soit A l’une des substitutions 
de H qui eorrespondent & A”; sa 5° puissance appartiendra au groupe D 


% 
‘ 


torme des substitutions de H qui correspondent A Vunite dans H” 

Si $ se reduit A la substitution 1, on aura A’=1. Sinon, $ sera 
torme des puissances d’une substitution qui multiplie x, y, 3 par une quantite 
9, vaeine cubique de lYunite, substitution que nous designerons elle-m&me 
par 6. On aura dans ce cas A’=9. Mais H contiendra alors la substi- 
tution ® A, dont la 5° puissance se reduit A lunite, et qui correspond 
galement A la substitution A”. 

Parmi les substitutions de H eorrespondantes A A”, il en existe done 
tonjours une d’ordre 9; e’est celle-la que nous designerons par A. De 
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m&me parmi les substitutions correspondantes ä B” et C” il en existera 
d’ordre 2 que nous appellerons respeetivement B et C. 
189. Cela pose, la substitution A, etant d’ordre 5, aura pour forme 
eanonique 
a,y,3 to,rtyrz, a el. 
D’autre part, B” transformant A” en A”, B devra transformer A en #AT', 
substitution eanonique. Done B permutera les unes dans les autres les 
variables &, y, 3 & des faeteurs eonstants pres; et comme elle est d’ordre 
2, elle sera de la forme 
x, y, 2 ay, bz, cz. 

On peut choisir y de telle sorte que a se reduise a 1; B? Etant 
egal a 1, on aura b=1; enfin B ayant 1 pour determinant, on aura 
ce=1; do 

16.) Bea, 4, 9,2, -—3. 
[a transformee de A par B sera 
y,t’z|. 


Pour quelle se reduise & 9 A", il faudra qu’on ait 


Li 
.,9,s t"z,ı 


#T’=r, do oe=rv=0. 


» 
D’ailleurs A ayant 1 pour determinant, on aura «= —4. Enfin on pourra 
supposer 4=1, z designant lune queleonque des racines einquiemes de 
Vunite. On aura done 
(127) As, y,s Ta, T'y, sl: 
190. Reste A construire la substitution ©. €” etant &changeable 
a B’, C devra transformer B en une substitution de la forme ®B. Üette 
transformee devant d’ailleurs &tre reductible a la m&me forme canonique 
que B, on aura necessairement e=0. Done C sera Echangeable A B, et 
par suite de la forme 
2 az+ by+ ez 
Y be+ ay— cz: 
3 d'z-a'ytec'z 
191. D’ailleurs © = 1. Done € aura pour forme canonique 
e,y,s +=, +9, +8). 
D’ailleurs C differe de l’unite, et a 1 pour determinant. Done Yun des 
coeffieients ambigus sera +1 et les deux autres —1. Done C aura pour 
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equation caracteristique 


(s+1)(s—-1) = 0. 


Identifiant cette &quation & la suivante 


ıa—s b C 
b a-s —c| = 
ı ad -ad" c"—s 
il viendra 
(128) 2a+c" = —1, 
(129) Zac -a’)+@—-b = +1, 
a b C 
(130.) b a —c|=|1. 
a -d | 


En outre € multipliant e+y par a+b, a+b sera racine de son &quation 
caracteristigue; on aura done l’&quation 
(131.) a+b = +1, 
qui pourra remplacer l’une des precedentes. 
192. En second lieu, la substitution 

A”C" = (aye) 

etant d’ordre 3, la substitution 
z arm+ biy+ cz 


AC=|y 


" „ 1 ' " 
3 aqarc—-ar y+cz 


(132.) 


brce+ arm'y— cz 


aura pour cube une substitution de &. Si done on prend de nouvelles 
varlables x’, y', 3’ qui la ramenent A la forme eanonique, on aura 

A = ig, 
ou a’, b', c' ne different que par des puissances de @. 

D’ailleurs B"C"=(PJd)(ye) est d’ordre 2, et transforme A”’C"” en 
(A’C")". Done BC aura pour earre une substitution de & et transformera 
AC en ®(AC)-", qui aura la forme eanonique lorsqu’on prendra pour 
variables «', y', z'. 


' ' FR | 
ax, by, cz 


Done BC sera de la forme 
’ ! ' 3 1 ’ ı _ | 
a, y, 8 Ay, ba, "ri 
et transforme AC en 
2.4... bau. dr 
7T,4Y,3 Ic, ay, C2| 
qui doit se eonfondre avee # (AO). 
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On aura done 
b'=-Ma’, «=, !=&c" 
d’ot 
=H, dab’ =. 
Mais a’, b’ ne different de ec’ que par des puissances de 6. Done a’, b’, c' 
sont des puissances de 4. Si deux de ces eoefficients &taient egaux, le 
troisieme leur serait egal en vertu de l’&quation ab’ =1; et AC appar- 
tiendrait a ?, ce qui est impossible, A’C” ne se reduisant pas & lunite. 
Done a’, 6b’, ec’ reproduiront A TVordre pres les quantites 1, 6, @, et AC 
aura pour equation caracteristique 
0=(s-1)(s—- 0) (s—- HM) = —1. 
Identifiant cette Equation avec celle qui resulte de l’&quation (132.), 
on aura les &quations 
(133.) alt+rT)+c" = (0, 
(134) (ac’—ca\T+TN\+@—b’ =. 


Cela pose, les &quations (128.) et (133.) donneront 


1 " 
a= nn ce" = —1— 2a. 
tT-+- m —2' 2a 
les &quations (129.) et (134.), compardes aux precedentes, donneront 
ac—ca"=—a, @—-b"=—c" = —1-2a 
dot 
ca = — 2a‘, 


b’ = (1-+a)”. 
Cette derniere &quation comparee avee l’@quation (131.) donnera 
b= -1-a. 


On peut d’ailleurs, sans alterer l’expression des substitutions A et B 
prendre pour variable au lieu de z un queleonque de ses multiples, et var 


suite donner & a” une valeur arbitraire. Si nous faisons a’ = 1, par exemple, 
nous AUrOnSs 


e= —2ua. 
On aura done 
pe acr— (l1+a)y— 2a’z| 
C=|y —-(l+a)2+ ay-+ 2a’z 
2 e— y—(1+2a)z' 
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193. Le groupe (A, B, C), determine comme on le voit sans am- 
biguite, se confond necessairement avee celui des substitutions orthogonales 
qui superposent & lui m&me l’ieosaedre regulier. Il aura done pour ordre 60. 

On en deduirait un groupe d’ordre 60.3 en lui associant les puis- 
sances de la substitution @. 

194. La determination des groupes simples &tant actuellement ter- 
minde, il ne nous reste plus qu’a chercher les groupes composes. en com- 
mengant par ceux dont les substitutions sont permutables aux groupes dejä 
trouves. 

195. Theoreme. Il n’eziste aucun groupe compose dont les sub- 
stitulions soient permutables au groupe d’ordre 6Vp que nous venons de de- 
terminer. 

Soient H le groupe ei-dessus dordre 60%; S une substitution qui 
lui soit permutable. Elle devra transformer les uns dans les autres les 
groupes d’ordre 5 que contient H. Mais ces groupes s’obtiennent tous 
(Sylow) en transformant par les substitutions de H Yun d’entre eux, par 
exemple le groupe F forme des puissances de la substitution A. On aura 
done S= TS’, S’ etant une substitutlon de AH, et T une nouvelle substi- 
tution permutable a A. 

Or A £tant ramene A sa forme canonique (127.), il est Evident que 
les substitutions permutables & F se reduisent aux deux formes 

(135.) x, Y4, 3 ax, by, cz|, 
(156.) x, 9, 3 ay, bz, c2\. 
D’ailleurs H contient B, qui est de cette derniere forme. On aura done 
T=U ou T=BU, U etant de la forme (135.) et permutable & MH. 
D’autre part, U transformera la substitution 


B=|z,y, 2 ya, —z 
en 


(137.) x, y, 3 ab'y, ba’'z, —z3\. 
Or les substitutions de la forme (136.) que eontient H sont de la forme 
0: A"B u x, y, 2 0°! “y, MTy, — MM 4 
La substitution (137.) etant de cette forme, on aura 


ab" = rm, @®=1 


26 * 
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don b=ar“. On aura par suite 
U YA”, 
V etant une substitution de la forme 
7, Y, 3 mz, my, n3 
et permutable & H. 
La substitution 
z axc+ by+ cz 
C=|y ba+ y-— co 
3 d"'z-a”y+c"z 


transformee par V, donnera 





| me | 
Fi ac+ by-+: | 
je a 3 | 
ee : bı+ ay-— u 





Cette substitution, ne differant de C que par le changement de c, 


mCc N . » ‚ 
a en ——, €, Satisfera A des relations 


n 
BC,=CB, CG=1, (AG) =1 
analogues & celles qui nous ont servi a caleuler €. Car ces &dquations ne 
determinaient comme on l’a vu, que le produit des deux coefficients a et c”. 

Soit done C, celle des substitutions du groupe H” alterne entre 

5 lettres, qui correspond & C,; on aura 
BU =C#H, G’=1l (AG, =-1 

Mais on verifie immediatement que la substitution €" = (Py) (de) est 
la seule qui satisfasse A ces relations. 

Done €, =(”; et par suite, les substitutions C, et C qui leur corre- 
spondent ne devront differer que par une puissance de 6. D’apres ce qu’on 
connait deja de leurs formes, elles ne pourront &tre qu'identiques. Done m=n. 

La substitution V ayant d’ailleurs 1 pour determinant, devra se re- 
duire & une puissance de 6. Done la substitution S sera le produit de 
substitutions, toutes eontenues dans le groupe (A, B, C, 6). 

On ne peut done adjoindre a ce groupe de nouvelles substitutions 
qui lui soient permutables, ce qui etablit notre proposition. 





AN EEE RE TR 








“A 
6.421 
EZ “ 

& 





[2 


Jordan, equations differentielles lineaires a integrale algebrique. 205 


196. Theore&eme. Les groupes permutables a un faisceau F dont 


toutes les substitutions ont la forme 
x, y, 3 ax, by, cz 


rentrent dans les categories dejü etudiees. 


En effet, si chacun des rapports a plusieurs valeurs 


u. 
dans ehacune des substitutions de F, x, y, z et leurs multiples seront les 
seules fonetions des variables que les substitutions de F multiplient par un 
faecteur constant. Toute substitution permutable a F devant les remplacer 
les unes par les autres sera de l’une des formes (48.) & (53.). Et tout groupe 
form€ de semblables substitutions sera l’un des groupes du N®. 62. 
Supposons au contraire que F ait toutes ses substitutions de la forme 
zT, Yy, 3 az, ay, c2. 
Les substitutions permutables & F seront de la forme 
T, 4, % ex+Py, ac+Fy, 73. 
Soit K un groupe d’ordre fini forme de semblables substitutions. Le groupe 
K' torme des substitutions 
z,y ec+Ppy, dc+Py 
sera egalement d’ordre fini, et appartiendra a l’un des 5 types trouves pour 
le second ordre. Quel que soit ce type, K sera l’un des groupes du N°, 62. 
197. Theor&me. Les groupes permutables a un groupe K dont 
toutes les substitutions sont de [une des formes 
(138.) x, y, 3 az, by, cz|, 
(139.) x, y, 3 ay, bx, c'z 
appartiennent aux categories deja etudiees. 
Soient en effet 7 le groupe forme par celles des substitutions de 
k qui sont de la forme 
(140) xt, Y, 3 az, ay, c3|, 
w= mp son ordre. Soient d’autre part F le faisceau forme par celles des 
substitutions de K qui sont de la forme (138.), pmyp son ordre. Les autres 
faisceaux contenus dans K s’obtiendront chacun en adjoignant & 7 une 
substitution de la forme (139.) et auront pour ordre mg. 
Si p>2, F etant le seul faisceau contenu dans K qui ait pour ordre 
pmg, toute substitution permutable a X le sera A F. On retombera done 
sur le cas du N°. 196. | 
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Il faut done supposer p=2 (Car si p etait egal A 1, les substi- 
tutions de K &tant Echangeables entre elles, K serait un faisceau). 

D’autre part, les substitutions de 7 jouissent de la propriete exclu- 
sive d’ötre echangeables & toutes les substitutions de K. Done toute sub- 
stitution permutable & K le sera a 7; et l’on retombera encore sur le cas 
du N°. 196, A moins que P ne se reduise A PD, auquel cas m=1. 

F serait done d’ordre 2p, et 7 d’ordre 9. Done F resulterait de 
la eombinaison de D avec une seule substitution de la forme 

= %, y, 3 az, —ay, cz. 
Cela est impossible. Car K contient une substitution de la forme (139.) 
laquelle transformera S en 
S' = |z, y, 3 -as, ay, c2|, 
et 7 renfermera la substitution 
SS = 1, y,3 -0,—y, 3 
laquelle n’appartient pas & &. 

198. Probleme. Trowver les groupes composes H dont les substi- 
tutions sont permutables a un groupe I derive de la combinaison d’un faisceau 
F dont les substitutions ont la forme 

(141.) x, y, z ax, by, cz 
avec des substitutions de la forme 
(142) |z,y, 2 ay,bz, cz. 

On peut choisir les variables y, z de telle sorte que dans l’une des 

substitutions (142.) on ait «=b =1, dou € =1. 
B=|2, 9,5 3, 2. 

Cela pose, les faisceaux autres que F contenus dans / resultent de 
adjonetion a & de l’une des substitutions (142.) et ont pour ordre 3. 

Done F aura aussi pour ordre 39; sinon il serait seul de son espece, 
et toute substitution permutable a / l’etant A F, on retomberait sur le cas 
du N°,. 196. 

Les substitutions de F seront done de la forme 

"je, y, 3 0x, Oy, O0 Pz 
ou ®—=1 (N®,. 156), et resulteront de la ecombinaison de la substitution 9 


avee la substitution 


A= 2,93 z, 9%, Oz. 
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199. Voyons combien H pourra contenir de substitutions. Soit S 
’une d’elles.. Elle devra transformer A en une substitution du groupe 1, 
lequel, &tant derive de 6, A, B, contient 27 substitutions. D’ailleurs A ne 
peut ötre transform€ en une des puissances de 6, ces puissances jouissant 
de la propriete exelusive d’etre echangeables A toute substitution de J. Done 
le nombre m des transform&es distinetes de A par les substitutions de H ne 
peut surpasser 24. 

Considerons maintenant celles des substitutions de H qui sont &chan- 
geables a A. Soit T Tune d’elles. La substitution B transformant A en 
9A, sa transformde B’ par T, qui est echangeable ä A et a 4A, produira 
la möme transformation. Ce sera done une des 9 substitutions de la forme 
#°A°B, lesquelles jouissent seules de cette propriete. Done le nombre » 
des transformees de B par les substitutions T ne peut surpasser 9. 

Enfin celles des substitutions de H qui sont @changeables A A et ä 
B devront multiplier x, y, z par un möme facteur, qui sera n&dcessairement 
une puissance de 6; elles se reduiront done aux trois substitutions de &. 

Cela pose, il est elair que H aura pour ordre m.n.3, soit au 
maximum 24.9.3. 

200. Nous allons effeetivement construire un groupe H permutable 
al, et dordre 24.9.3. 

La substitution B transforme en effet A et B en @A, B. 

A les transforme en A, OB. 

D’autre part la substitution 

= |, 4,s 9,235 
les transforme en WA’, B’. 
La substitution 
D=|z,y, 2 js,j@y ja oa j=9 
les transforme en A, AB. 
Enfin la substitution 
z alc+ y+ 6) 
E= y alz+%y+ 2) 


| 
| 


az+Hy+0'z)' 
Be 1 r f . 
ou ad = 3U 05 de telle sorte que le determinant soit 1) les transforme 
en B, A’B'. 


Cela pose, il est elair que le groupe derive de 6, A, B,C, D, E 
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est permutable a /, et que ses substitutions permettent de transformer A 
en une queleonque des 24 substitutions de la forme ® AB’ oü a et ? ne 
sont pas nuls tous deux; et que celles qui sont &echangeables A A trans- 
forment B en une queleonque des 9 substitutions 9®A°B. Enfin il eontient 
les puissances de ®, &changeables A A et & B. Son ordre est done 
bien 24.9.3. 

201. Tout groupe dont les substitutions sont permutables A / est 
contenu dans H, ainsi qu’on la vu. Cherchons quels groupes moindres nous 
pourrons obtenir. 

Remarquons a cet effet que les substitutions de H permutent l’un 
dans lautre les 4 groupes «, , y, Ö respecetivement formes de la combi- 
naison de 9 avec les substitutions A, B, AB, A’B. 

Les substitutions de /, ainsi que C, ne deplacent pas ces 4 groupes; 
D opere sur eux la substitution 

D = (By) 
et E la substitution 
E = (aßy). 

Les substitutions D’, E’ combindes ensemble, formeront un groupe 
H alterne entre 4 lettres et isomorphe a H. 

Soient maintenant A un groupe eontenu dans H; h’ le groupe corre- 
spondant eontenu dans H’. Diverses hypotheses seront possibles sur la 
constitution du groupe KW. 

1". Si A ne contient aucune substitution binaire, il sera forme tout 
au plus des puissances d’une substitution eirculaire ternaire, par exemple 
D'. Le groupe h sera exelusivement forme des substitutions 6, A, B,C, D 
qui leur eorrespondent, et qui sont permutables au faisceau F. Ce sera 
done Yun des groupes du N°. 62. 

2". Si A eontient une substitution binaire, par exemple celle-ei 

D'’E' = (ap) (yo) 
h eontiendra lune des substitutions correspondantes de A. Üelles-ei sont 
de la forme DES, S etant une substitution eorrespondante & lunite, et par 
suite egale A T ou CT, T designant une substitution de /; mais h contient 
/ par hypothese. Done il,eontiendra l’une des deux substitutions DE ou DEC. 

Mais s’il contient DE, qui transforme A et Ben B et HA’, il con- 
tiendra (DE)’A’, qui les transforme en 6A’ et B’, et par suite sera de la 
forme CT; done il eontient C, et par suite DEC. 
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Reeiproquement, s’il contient DEC, qui transforme A et B en B’ et 
9A, il contiendra (DEC)' BA’, qui les transforme en #4’ et B’, et sera de 
la forme CT. Done il eontient €, et par suite DE. 

Le groupe Ah eontient done toutes les substitutions 6, A, B, C de H 
qui correspondent & lunite dans A. Il s’obtiendra en leur adjoignant une 
queleonque des substitutions qui correspondent a chacune des autres sub- 
stitutions de A’, a savoir DE, si h’ ne contient pas d’autre substitution bi- 
naire que D’E'; DE et ED sil contient en outre la substitution binaire 
u D' = (ay) (Pd). 

Nous obtenons done en tout trois groupes nouveaux. 

l'. Le groupe H, d’ordre 27.2.12, derive de 6, A, B, C, D, E. 

2°. Un groupe Ah d’ordre 27.2.4, derive de 6, A, B, C, DE, ED. 

3. Un groupe h, d’ordre 27.2.2, derive de 6, A, B, C, DE. 

202. Remarque. Les 9 substitutions de la forme A°B’, respec- 
tivement combinees avec les puissances de #, forment 9 syst&mes, que toutes 
les substitutions de 4 permutent les uns dans les autres. Les deplacements 
de ces systemes forment un groupe entre 9 lettres, d’ordre 9.2.12 (car les 
substitutions de H qui ne deplacent pas ces systemes se reduisent aux 
puissances de 6). Ce groupe est evidemment identique au groupe hessien, 
deja rencontre dans des recherches assez variees (points diinflexion des 
courbes du 3° ordre, ete.). 

203. Theoreme. I nexiste aucun groupe plus general que H et 
permutable a ses substitutions. 

En effet, 7 contient le groupe / forme des 27 substitutions 9? A” B’ 
et auquel toutes ses substitutions sont permutables. Ce groupe / est le seul 
qui jouisse de ces proprietes. 

Supposons en effet qu’on eüt un autre groupe analogue 7, contenant une 
substitution S autre que celles de /. S avant pour ordre une puissance de 3, sa 
eorrespondante dans le groupe H’ sera une substitution ternaire, telle que D". 

Cela pose, 7 contiendrait la transformdee de S par B et par suite 
la substitution S"'.B"SB. Mais S ayant pour eorrespondante D’, transforme 
B' en une substitution de la forme ®(AB\“. Done S” B"'"SB = #(AB\B 
sera une substitution de /, autre que les puissances de #. Üette sub- 
stitution est eontenue dans /’, ainsi que ses transformees, lesquelles repro- 
duisent evidemment par leur combinaison tout le groupe J. Done 7’, eonte- 
nant en outre S, aurait, eontre V’hypothese, plus de substitutions que 7. 

Journal für Mathematik Bd. LXXXIV. Heft 2 u. 3. 27 
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Done toute substitution permutable & H le sera A /, et par suite 
appartiendra a H. | 

204. Theor&me. Les substitutions permutables & un groupe I derive 
de substitutions des formes 

(145.) 2,9, 2 ax, by, cz, 

(144.) 2, 94,3 aybza, cz|, 

(145.) z,y,3 a'y, br, el, 
»e fournissent aucun groupe nouvean. 

En effet, les eoefficients a, b, e dans les diverses substitutions de 
la forme (143.) sont des puissances d’une racine irreduetible 9 d’une cer- 
taine &quation binöme. Si o est le degre de cette equation, lordre du 
faisceau forme par les substitutions (143.) sera egal A s ou A 0° (N, 76.). 

Les autres faiseeaux contenus dans / contiendront, soit une substi- 
tution de la forme (145.), auquel cas ils seront d’ordre 39, soit une sub- 
stitution de la forme (144.) ou des formes analogues 

2, y, 2 az, bz, cy|, 
z, 94, 3 as, by, ce). 
Ils resulteront alors de la combinaison de cette substitution avec celles de 
la forme 
xt, 9%, 3 ax, ay, C2 
lesquelles sont Evidemment les puissances de la substitution 
x, y, 3» 0'z, 0"y, 0 
dont on a etabli l’existence (N°. 76.), et auront pour ordre 2e. 

Cela pose, si o eontient un facteur autre que 2 ou 3, ou sl est 
divisible par 2° ou 3°, Vordre de F etant different de 3g ou de 20, le 
faisceau F sera seul de son espece; et par suite, toute substitution permu- 
table & / l’etant & F, on retombera sur le cas du N°, 196. 

Il taudra done supposer oe =6, 3 ou 2. | 

1. Sie=3, loordre de / etant egal A 6 fois Vordre de F, sera 
egal A une puissance de 3 multipliee par 2. 

Celles de ses substitutions dont l'ordre est une puissance de 3 for- 
meront (Sylow) un seul groupe /', &evidemment derive des substitutions 
(143.), (145.). Toute substitution permutable & / l’etant & /', on retombera 
sur le cas etudie au N°,. 198. 
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2’. Soit e=6. UÜelles des substitutions de F dont Vordre est puis- 
sance de 3 seront de la forme 
(147.) x, y, 3 0x, OPy, 07° Pz). 
Si F eontient une substitution de cette forme autre que celles de &, 
il eontiendra &galement ses transformees par les substitutions de /, qui 
eombindes ensemble reproduiront toutes les substitutions (147.). Dans ce 


— 


cas Vordre de F sera @gal A 0’ et >3y, >2e. Done F sera seul de son 


espece et Von retombera sur le cas du N°. 196. 

3. Reste A diseuter le cas ot Von a o=2 ou bien oe =.6. mais 
F ne contenant d’autre substitution ternaire que celles de $&. F resulte 
alors de la combinaison de ? avee un groupe 7’ d’ordre 4 dont les sub 
stitutions sont de la forme 

x, y, 3 (-1)s, (-1)’y, (12. 

Ce groupe /' est le seul d’ordre 4 qui soit permutable aux substi- 
tutions de J. En effet, soit S une substitution d’ordre puissance de 2 eon- 
tenue dans /, mais etrangere A 7. Elle sera de la forme (144.); et eom- 
binde avee sa transformee par une des substitutions (145.). elle donnera 
une substitution de la forme (145.), et dont par suite, V’ordre sera divisible 
par 3. Le groupe forme par S et ses transformees aura done son ordre 
different de 4. 

Le groupe /' etant seul de son espece, toute substitution permutable 
alle sera a /', et l’on retombera sur le cas trait@ au N°, 196. 

205. La recherche des divers groupes H d’ordre fini, et dont les 
substitutions ont pour determinant 1 est done completement terminde. 

Les groupes @, d’ordre fini, dont les substitutions ont un determinant 
queleonque, ‚sen deduiront immediatement (N°. 63). 

Soient en effet H l’un des groupes preeedemment trouves; 1,8, T, ... 
les substitutions dont il est derive: a, a’, ...,n,m,...,P, pP, ... des 
substitutions qui multiplient toutes les variables z, y, z par un m&me faeteur, 
respectivement egal aux quantitds a, a’, ..., m, m, .... p, pP’, -.. racines 
de lunite; le groupe @ derive des substitutions 

a En 5 DR BE 
sera d’ordre fini; et r&eiproquement tout groupe d’ordre fini se rattachera 
de cette facon & l’un des groupes H. 

On peut remarquer que les quantites a, a’, ... Etant des. raeines de 
l’unite, les quantites aa” ... seront les puissances d’une seule d’entre elles. 
27* 
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que nous designerons par m. Les substitutions derivees de a, a, ... se 
reduiront done aux puissances de la substitution m. 

En second lieu, si @ eontient les substitutions nS, n’S, ... il con- 
tiendra les substitutions n"'n', ..., lesquelles, multipliant ©, y, z par un 
m&me facteur, devront se reduire A des puissances de m. On aura done 
n' = m®n; et les substitutions n’S = m*’nS, ... etant derivees de m et de nS 
pourront &tre supprimees de la suite des substitutions dont @ est derive. 

On pourra supprimer de m&me les substitutions p’T, ete. Done @ 
sera derive des seules substitutions 

m, ns, pT, 
206. 1". Cela pose, admettons d’abord que H ait ses substitutions 
de la forme 
x, y, 3 oc+Py, dc+P'y, yz\. 
les substitutions de @ seront evidemment de la m&me forme; et le groupe 
x, y ac+Py, dc+P'y 
i deux variables, etant d’ordre fini, appartiendra & l’un des eing types 
du N®, 33. 

Soit U=0 une &quation differentielle ayant pour groupe @. Lin- 
tegrale partieuliere » etant multipliee dans chaque substitution de ce groupe 
par un facteur y racine de l’unite, sera racine d’une &quation binöme, dont 
le seeond membre sera une fonetion rationnelle de la variable £. 

(Juant aux integrales x, y, elles seront racines d’equations binömes, 
dont les seconds membres seront des fonetions rationnelles de £, ou de / 
et des racines d’une &quation auxiliaire, de degre 2, 4 ou 5 (N°. 34). 

207. 2" et 3. Si H est derive de substitutions 

(148.) 2, y, 3 ax, by, cz 
jointes & une substitution 
S=|z,y, 3 ay, b'z, cz 


ou A la substitution S et A une substitution 
T= 2,93 a'y, b"z, c'z|, 


il en sera evidemment de m&me de @. 
Les permutations operees entre les variables par les substitutions de 
G torment un groupe g, de degre 3 et d’ordre 3 ou 6, et isomorphe A @. 
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Si done U=0 est une &quation differentielle ayant pour groupe @, 
on pourra par la resolution d’une &quation auxiliaire X=0 du troisieme 
degre, reduire @ & celles de ses substitutions qui sont de la forme (148.). 
Cela fait, z, y, 3 seront devenues les racines d’&quations binömes. 

208. 4°. "Si H est derive des substitutions A, B, C des N°®, 187 
4 192, seules ou jointes A la substitution 6 (ot = 1), @ sera deriv@ de 
substitutions de la forme 

m, nA, pB, gqÜ. 
Mais alors il contiendra la substitution 
(nA) (pB)"nApB = A” 

ainsi que ses transformees par les substitutions de @, ou ce qui revient au 
m&me, par les substitutions du groupe derive de A, B, ©. Ües transformees, 
combin&es entre elles, reproduisent toutes les substitutions du groupe (A, B, C). 
Il suffit pour s’en assurer, de remarquer que (A, B, C) est isomorphe au 
groupe alterne entre cinq lettres (N°. 187.), lequel est simple. 

Done @ eontiendra les substitutions A, B, C, et par suite les sub- 
stitutions 2, p, g, lesquelles, multipliant x, y, 3 par un m&me facteur, 
devront se reduire & des puissances de m. Done @ sera derive des sub- 
stitutions | 

we ii 

Si U=0 est une dquation differentielle ayant pour groupe @, la 
resolution d’une &quation du 5° degre X = 0 reduira son groupe aux sub- 
stitutions m, lesquelles multiplient une fonetion lineaire queleonque de x, y, 2 
par une m&@me racine de l’unite. 

Done toute integrale de l’equation U=0 sera racine d’une &quation 
binöme, ayant pour second membre une fonction rationnelle de £ et des 
racines de A. 

209. 5°. Si H est derive des substitutions 6, A, B, C, D, E du 
N°, 200, @ sera derive de substitutions 


m, nA, pB, gC, rD, sE 
et contiendra la substitution 
| (gC)-'.(sE)-'.gC.sE = C"E-'CE 
et ses transformees par les substitutions de @. On s’assure aisement que 
ces transformees, combinees entre elles, reproduisent toutes les substitutions 
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derivees de 4, A, B, C, DE, ED. Done @ eontiendra ees substitutions, et 
par suite les substitutions », p, qg et rs=rD.sE.(DE)"', lesquelles devront 
se reduire & des puissances de m. Done @ sera derive des substitutions 
149.) m, A, B,C, rD, sE. 
Il eontient d’ailleurs la substitution 
(rD)’ = r". 
Done r’ doit Etre une puissance de m, qwon peut supposer €egale a 1. m 
ou m; car silon avalttr—= m” *, on pourrait remplacer dans la suite (149. 
la substitution rD par la substitution m "rD, dont le cube se reduit A m“. 
On pourra d’ailleurs supposer s=r; car rs et r’ etant des puissances 
de m, s ne differe de r que par une puissance de m. 
Enfin. Ja substitution C etant derivee de la eombinaison des autres 
substitutions de la serie, on pourra la supprimer. 
210. 6°. Si H est derive des substitutions 
, 2% 5, tC DE 
du N°, 201, @ le sera de substitutions 
(150.) m, nA, pB, gÜ, sDE. 
Il «ontiendra la substitution 
(nA) .(gE)" .nA.gC HA 
et ses transformees par les substitutions de @, lesquelles reproduisent toutes 
les substitutions derivees de #, A, B. On peut done supposer r=p=1. 
D’ailleurs @ eontient (sDE) A, laquelle est de la forme sCT, ot 
T est derive de 4, A, B (N°. 201): done il contient s’C, et par suite 
qCc(sC) = gs 
laquelle devra se reduire a une puissance de m. On pourra done dans la 
serie (150.) effacer la substitution gC, qui resulte de la eombinaison des autres. 
Enfin @ eontient (SC) = s’, qui devra se reduire A une puissance 
de m. On pourra la supposer @gale a 1, m, m’ ou m”. 
211. 7. Si H est derive des substitutions 
6 A, B, C, DE, ED 


du N°, 201. @ le sera des substitutions 
m. nA, pb, aÜC, sDE, tED 


et on pourra supposer comme tout A lheure a=p=1. et effacer gÜ de 
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de 1a 
forme ECT. Done @ contient FC, et comme il eontient d’autre part s’C on 


la serie. D’ailleurs @ contient la substitution (EED)’. laquelle est de | 


aura © — s’m*, o pouvant evidemment £tre suppose eeal ad ouAall. 


212. Remarquons que dans les trois derniers eas que nous venons 


d’examiner, H contient la substitution 9, laquelle est une puissance de m. 


Done le degre de V’equation binöme dont m est raeine est un multiple de 3 


Enfin dans chaeun de ces trois derniers cas, il existe un groupe J 


de degre 9, contenu dans le ETOUPE hessien isomorphe GG. et te] u 
velles des substitutions de @G qui y ont Vunite pour eorrespondante 


’ 
de e- 


duisent aux puissances de m (N°®. 202). 
Done si U=0 est une &quation differentielle ayant pour groupe @, 
ses integrales seront racines d’&equations binömes dont les seeonds membres 


sont fonetions rationnelles de t et des racines d’une &quation hessienne. 


Paris, juin 1877. 

















Verallgemeinerung einer Jacobischen Formel. 
(Von Herrn Stern in Göttingen.) 





In der schon seit alter Zeit bekannten Formel 
(1) (1+2+--+2” = ’+2°+..+7 

hat zuerst Jacobi eine neue ähnliche hinzugefügt (Briefwechsel zwischen 
Gauss und Schuhmacher Bd.5 p. 299). nämlich 

2.) 2(1+2+.-.+2) = (1’+2’+..+2)4+(1’+2°+..+ 2°). 
Die allgemeine Formel, von welcher die beiden vorhergehenden nur einzelne 
Fälle sind, scheint noch nicht bekannt zu sein, obgleich sie sehr einfach 
ist. Setzt man nämlich 

S., = 1"+2"+--.+2”, 
n(n—1)...(n—v-+I1) 


(nr), = — nn nn 
so hat man 
3.) 2"'(1+2+.-+2)” = (n, 1)S,_ı+ (n, 3)S.,_3+°+(n,n)S,, 
wenn » ungerade, und 
2'142 +. +2)"= (n, 118,1, + (0, 3)Sn-3+° +, n—-1\S,,., 
wien n gerade. 
$ Dass diese Formeln richtig sind, wenn man z=1 setzt, versteht 
sich von selbst, da sie dann auf die bekannten Sätze zurückkommen, dass, 
je nachdem » ungerade oder gerade ist, man 
2" = (m, 1)+n,d)++{n,n 
oder 
2’ = (n,1)+in,3)+:-+(n,n—1 
hat. Es ist also nur zu zeigen, dass, wenn diese Formeln bis zu einem 
bestimmten = gelten, sie auch noch für @-+1 ihre Geltung behalten. Das 
heisst: es ist zu zeigen, dass, je nachdem » ungerade oder gerade, 
21424 +2+1- (1424. +2)"] 
= (n,1)(a+1)”"+(n,3)(e+1)” "+. +(n,n)(c+1)" 
= (a+1)"[in, De+l) 4. +(n,n)] 


. er 
a as 
URN ERROR RT er 
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oder 


= (n, 1)\(2+1)""+..+(n, n —1) (2-+1)"+ 


= (z+1"[(n, 1) 2+1)”""+(n,3) (2 +1)" +. + +(n,2—1)(e-+1)]. 
Nun ist 


[+24 +21 (424420) = ET Kat 2y ar] 
Ferner folgt aus 
ı"=(ce+l-1”"=(z+1"—(n, 1)(e+1)" +. +(n,n), 
wenn » ungerade ist, | 
(n, 1) (2e+1)”"+(n,3)(@+1)”"”+---+(n,n) 
= (r+1)"— a” +(n,2)(c+1)""+---+(n,»—1)(c+1) 





und mithin 

="+2[(n, 1\(2+1)""+(n,3)(e+1)""+-.-+ (mn, n)] 

= (c+1)"+ m, D(e+1)" "+ +(n,n)= (0+2) 

oder P 

se (an, 1) 2 +1)" "+(n,3)(c+1)"? +. +(n,n), 
wodurch die Formel für ungerade » bewiesen ist. Ebenso beweist man sie 
für gerade n. 

Setzt man » = 2%, so folgt zugleich aus (4.) in Verbindung mit (1.) 
27 [> 42°. .4+ 2°] = (2%, 1)8,-,+ (2%, 3)S4_3 ++ (2%, 2k—1) Sy 50: 
Ist n gerade, so folgt aus (4.), wern m eine ganze positive Zahl bedeutet, 
z7=m (142 4..4+2)"”" = [(n, 1)8,..1+(n,3)S.-3+°+(n,n—1)S,.,]” 


‚und zugleich, wenn man mn statt n setzt, 


2(1]+2+..4+2)"”" = (mn, 1)S2n—ı + (mn, 3) Sn st + (mn, man —1)S,..... 
also 
2" "[(n,1)8S,-1+(2,3)8,.,3+-+(m,n—1)S,,,]” 

— (mn, 1)S,.n-ı + (mn, 3)8,,._3+ + (mn, ma—1)S,...- 
Da zugleich, je nachdem m gerade oder ungerade ist, auch, wenn man nach 
(4.) oder (3.) den Werth von (1+2-+---+2)” berechnet. hieraus 
2 (1424.42) = (m, 1)8.-1+ (m, 3)Sn.3++(m,m—1)S,;. 
oder | 


(.) 


—= /(m, 1)S,._ı+ (m, 3)S,. ++ (m, m) S,, 
folgt, so ergiebt sich die bemerkenswerthe Formel, dass wenn n gerade: 
2" in, 1) S;, ++ (N, 3) S;,, st’ + (n, n—1) B.. ı)" 
= 2"[\m, 1)9,.-ı+ (m, 3)S.-3 ++ (m, m—1)S,..]" 
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oder 
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oder 


oder 


)ın -—] 


und zugleich 


2” |(n, 1 S,, „«tr'++ (N, n) S,.]” = % [(m, 1)8.,.-ı nun z (m, m—1) Sn+ı]" 


Stern, Verallgemeinerung einer Jacobischen Formel. 


= 2" (m, 1) San-ı + (m, 5) Syn-3 Für (m, m) Sl", 


je nachdem m gerade oder ungerade. 


Ist» ungerade, so findet man ebenso, je nachdem m gerade oder ungerade, S 
(n, 1) Sn-ı + oc + \Nn, n) Sl” sun (mn, 1) SS un- 1 + Zei + mn, mn—1) Santı | 3 
f 


= (mn, 1)S,,.-ı+'':+ (mn, mn)S$,. 





= 2"[(m, 1)S..-1+ + (m, m) S,„]"- 
Göttingen, im April 1877. 
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Ueber die Benutzung einer vierfachen Mannigfaltigkeit 
zur Ableitung orthogonaler Flächensysteme. 
(Von Herrn Mehler in Elbing.) 


Wenn man eine Umformung durch reeiproke Radienveetoren aus 
einem reellen Centrum mit einer solchen aus einem imaginären Centrum in 
passender Weise verbindet, so gelangt man zu einer Substitution, welche. 
wenngleich sie reelle Elemente eines räumlichen Gebildes imaginären Ele- 
menten eines anderen zuordnet, doch zu manchen Zwecken mit Vortheil 
verwandt werden kann. So kann man mittels derselben von einem ortho- 
gonalen Systeme, welches aus einer Schaar (imaginärer) eoncentrischer 
Kugelflächen und zwei Schaaren von Kegelflächen besteht, übergehen zu 
einem aus (reellen) Rotationsflächen und deren Meridianebenen bestehenden 
Systeme, und zwar entsprechen die Meridianebenen der Schaar von Kugel- 
flächen, die Parallelkreise den geraden und die Meridianeurven den sphä- 
rischen Krümmungslinien der Kegelschaaren. Durch die Arbeit des Herrm 
Wangerin im 82. Bande (p. 145—157) dieses Journals wurde ich veranlasst, 
die erwähnte Substitution, welche ich vor langer Zeit zur Erleichterung 
gewisser auch durch andere Hülfsmittel auszuführenden Rechnungen benutzte. 
wieder aufzunehmen, und indem ich dieselbe auf eine beliebige Anzahl von 
Variablen ausdehnte, erhielt ich einige bemerkenswerthe Resultate. Ins- 
besondere gelang es mir bei Zugrundelegung von vier Variablen (auf welche 
Zahl ich mich im Folgenden beschränken werde), das von Herrn Wangerin 
und von anderen Gesichtspunkten aus schon früher von den Herren Dar- 
bour und Tisserand behandelte Flächensystem aus den verallgemeinerten 
elliptischen Polareoordinaten abzuleiten. Nachträglich bemerkte ich. dass 
eine reelle Substitution zu ähnlichen, wenn auch nicht identischen Resul- 
taten führt. Ich will mit dieser letzteren beginnen. 


I. 
1. Es mögen die vier Variablen &, », {, 9 von vier anderen r, y. 

3, £ abhängig gemacht werden durch die Gleichungen: 
IS # 


—— 
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in welchen p eine Constante ist und r” die Bedeutung hat: 
= "+ +z+(l—p)". 
Es ergiebt sich hieraus: 


& 2 
ai a Eu ap’, u. 2p’ Ir, 





] Bi 24, 2 I ,_n? 
(2.) \$= p-+ 2p' 0° p a P- un Se er . 


PER FE TE SUNRe WER HE 
Eine unmittelbare Folge dieser Beziehungen ist die Gleichung: 
HT, 
und diese geht für unendlich kleine Werthe der Differenzen $—-$,, c—, U. 8. w. 
über in: 





3) det + dr 


r 
Es mögen ferner $, n, &, $ durch vier neue Variable o, A,, A,, 4, ausge- 
drückt werden vermöge der Gleichungen: 

(4.) s=of, n=of, C=of,, y=oß, 
in welchen f, fi, £, f Funetionen von 4,, 4,, 4, sind. Die Summe der 
(Juadrate dieser Functionen sei =1, und die Summe der Quadrate ihrer 
. Difterentiale habe die Form ZL,d4}+1,di}3+L,di;, enthalte also nicht die 
Produete der Differentiale der 4. Man erhält dann: 
5)  dE+dY +dÜ+dF = do’+0°(L, di} + L,di, + L,d)}), 


und durch Benutzung von (3.) und der letzten der Gleichungen (2.): 


da? + dy’+ds’+ dt? = Pd’ + 0° (Lyd + L,dii+ In di)}, 


gm 
>| 


? 


= 0 —2opf;+p". 


ei N ’ 0’ — 
Da nun £ zu den neuen Variablen in der Beziehung t=p--—- steht, so 


0° 





zeigt sich, dass dem constanten Werthe {=0 für alle Werthe der A der 
eonstante Werth o=p (oder auch o=—p) entspricht, dass also in diesem 
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besonderen Falle für d=0 auch ds =0 wird. und man erhält den 
folgenden Satz: | 
Sind f, fi, f, fi Funetionen von 2,. 4. A,. welche die Bedin- 
gungen erfüllen: 
| FHntr4R = 1, 
tdf’-+dfı+dfi+df; = L,da 4 1,di;+ L,di}, 


und werden die rechtwinkligen Coordinaten x, y, 3 eines Punktes 


(7.) 


im Raume als Funetionen der 4 dargestellt dureh die Gleichungen 


2 If ) 
Bi: hr 2 ;.- Fi ein 
I f; I- f; - f; 
oder die damit gleichbedeutenden 
| #5; 2px . 2py 
9 | ” 2’ + y’+ 2 p’ ’ Ki; z’+y’+ 2’ +p’ ’ 
(I 
| | en 2p 3 in + y’-+2’—p? 
412 z’+y’+ z’+p’ ’ 3 z’+y’+2’+p? 


so sind 4,, 4, 4, die Parameter dreier orthogonalen Flächen- 
schaaren, und das Quadrat des Linienelementes wird transformirt in: 
\ > > y ) L di? 1 L, di? 4- L dA? 
(10.) dz + dy+ dz2’ = TR 2 p? a 
Aa 


2. Vermöge des letzten Ausdruckes nimmt die Differentialgleichung 
AV=0, wenn man zur Abkürzung VL, L,L,=0 setzt, die Form an: 
_( 0 1) ö ( 0 5) ZN: 0 oV 
N Lan) a/T L,i—f,) 04,77 0, ( L,A1—f,) 5) en 
und durch die Substitution 
V=T.Yi-f 
geht dieselbe über in: 
| 8 r0 oT PS ERNEERNG re 
a) 27a) = TG Tage )) 
wobei die drei Glieder, aus denen jede der beiden Summen besteht. er- 
halten werden, wenn man A und Z successive mit den Indices 1, 2. 3 versieht. 
Um den Coefficienten von T auf der rechten Seite der Gleichung zu be- 
stimmen, kann das folgende Verfahren angewandt werden. Die Gleichung 
(9.) lässt, wie man weiss, sogleich erkennen, dass die Differentialgleichung 
WW WOW 


cE _ = 0 


tete 
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dureh die Substitution (4.) übergeführt wird in: 


ge et eh nd ax 


06 


Nun ist 0” für jeden Werth der er p eine partieuläre Lösung 
dieser Differentialgleichungen, es genügt ihnen also auch der Ausdruck 
Ww=/” Ypdp PR: Ypdp 
0 I 0’—2opf,+p” 
das heisst: 
r st 


V2oyi-f, 
| 8/06 
ED: — u R rn 
ae er nn (7 ANA, ) 9 


und die Differentialgleichung, welcher T Genüge leistet, gewinnt die fol- 
sende Gestalt: . 


12) 5; -(z a)+ a-( er + -)-10T = 


L, Oh, 


Daher ist: 


3. Die Anwendung des nie: > den Fall der elliptischen 
Polareoordinaten ist unter Benutzung bekannter Hülfsmittel*) leicht zu be- 
werkstelligen. Wenn die Gleichung : 

5 = 2 g A — AA, — AA, —A 
sort a er ag a =: > ri Denn 

für jeden Werth von A EEE soll, so genügen die Quadrate der f nicht 
nur der ersten der Bedingungsgleichungen (7.), wie man findet, wenn man 
, = x setzt, sondern auch drei anderen linearen Gleichungen, die man dureh 
die Annahmen 4 = 4, 4%, 4, erhält. Man findet ferner bekanntlich drei 
andere wichtige Relationen, wenn man die obige identische Gleichung zu- 
erst nach 4 differentürt und dann erst = 4, 4, 4, setzt. Vermöge der 
elementarsten Eigenschaften der Partialbrüche ergeben sich für ff, fi, --- 
die folgenden Werthe 

p= («—A)@— Ara) un pe YA) IRA) i 

(«— P)(a — r)(a —ö) de AN 
=: (B-A)B— ABA) pr —-A)d—A,)d—A,) 

Bed) ° (de) - Aö—y) 


(13.) 


») Die laseninen elliptischen Coordinaten sind in Jacobis „Vorlesungen über 
Dynamik“ (p. 198 sq.) eingehend behandelt; elliptische Polareoordinaten für beliebig 
viele Variable sind von Herrn Heine in seiner Abhandlung ‚Die Lameschen Functionen 
verschiedener Ordnungen“ (dieses Journal, Bd. 60) angewendet worden. 
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—. 


Damit dieselben positiv seien, müssen die Parameter A,, A,, 4, sich innerhalb 
der drei Intervalle bewegen, welche zwischen den ihrer Grösse nach ge- 
ordneten vier Constanten «, P, y, Ö enthalten sind. Man findet nun, wenn 
man die oben nur angedeuteten Gleichungen benutzt und zur Abkürzung 


dA’ 


ME BEN GERBR." SR... U SEO S EEE dr’ 
(AB My— 8 — A) ’ 
setzt, dass Z, dA) + 1,di}; + L,di} gleich wird 
Fr TERN WERE 0 .. ME  TEEFEREEE.. > 
gi (A, —Az)(d hy), 1.) ( A, —/4, v A —4, a. 4, —A, 


und erhält für T= V:Y1-f, aus (12.) die Differentialgleichung 


oT 7 ee 
(y—4,;) te on: -+ (4, — 4,)— on? — 5 (A —A),—A)(u—)T= VD, 


welche auch folgendermassen geschrieben werden kann: 
EEE a 2; a 92 pP 
(14.) E(r—h)( an? +45 37) — 
g ı 


wobei die beiden nicht angeführten Glieder der Summe aus dem ersten 
durch eyklische Vertauschung der Indices hervorgehen. 

Setzt man in die oben erwähnten linearen Gleichungen, denen die 
(Quadrate der f genügen, die in (9.) enthaltenen Ausdrücke ein, so gehen 
dieselben über in: 

4p’ x’ 


rg +43 ab fig er =0, us w. 


Die Identität des durch diese Gleichungen dargestellten orthogonalen 
Flächensystems mit dem in der Abhandlung des Herrn Wangerin betrach- 
teten Systeme ist leicht nachzuweisen. Wenn aber die daselbst mit D? be- 
zeichnete Grösse positiv ist (dies findet gerade in dem dort ausführlich 
behandelten Falle statt), so muss man p’ einen rein imaginären und den 
übrigen Constanten, sowie den Parametern, eomplexe Werthe beilegen, und 
die formell noch bestehende Vereinfachung der Differentialgleiehung wird 
für physikalische Probleme illusorisch. Weiter unten werde ich jedoch 
zeigen, dass auf anderem Wege auch im Falle eines positiven D? die 
Differentialgleichung einer entsprechenden Reduction fähig ist. 

4. Sobald vier Funetionen f, fi, f. 5 bekannt sind, welche den 
Bedingungen (7.) genügen, so lassen sich an deren Stelle mittels einer 
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linearen orthogonalen Substitution vier andere: 
\ F= af+taftmhtmf. FR=tf+ufitt R+6ß, 
IFR=bf+bfitbftbh, B=yHHhrtrh+df; 
einführen und diese bestimmen ein neues orthogonales System, in welchem die 
rechtwinkligen Coordinaten eines Punktes X, Y, Z heissen mögen. Löst 
man die aus (9.) durch die angegebenen Veränderungen hervorgehenden 
(Gleichungen nach f, ... 5 auf und setzt zur Abkürzung 

P= 2p(aX+bY+ 24 (X + Y+Z—p)). 

P, = 2pa,X+b,Y+.Z2)+d, (AH Y’+Z—-p) u Ss. w., 


so wird das neue System durch die Gleichungen bestimmt: 


P P, 
gr | RErHZH h= gırrzrp 
(9) re, rer Ai p 
Rue #7 RIFF 


Zwischen den Coordinaten entsprechender Punkte beider Systeme finden 
also die folgenden Beziehungen Statt: 

we: P P, PORT. u ++ 

| 2pz 2py 2pz @+y+32’—p’ +y’+2°’+p’ 

Eu man -__P \ Pb, VW, / ps \ı 
[ei 1 ae ih wwii 


und der gemeinschaftliche Werth dieser Ausdrücke giebt zugleich den Werth 


(17.) 


des Verhältnisses an. in welehem die Linienelemente zu einander stehen. 
wie leicht daraus hervorgeht. dass ZdF’= I&df’, also nach (10.) 


dX’+dl’ +42:  A—h) 
de’+dy +d”  (-—F,) 


ist. Wenn man in obigen Gleichungen die Coordinaten (x, y, 3) des einen 
Systems um je eine Uonstante vermehrt, so enthalten dieselben 10 von 
einander unabhängige Constante und repräsentiren eine Umformung durch 
veciproke Radienvectoren aus einem beliebigen Uentrum verbunden mit einer 
beliebigen Verschiebung und Drehung. Zieht man aber nur die Gestalt 
der Flächen und nieht auch ihre Lage im Raume in Betracht, so kann 
man sagen, dass aus einem gegebenen Systeme durch (9.) oder (17.) nur 
solche Flächen gewonnen werden können, welche auch durch eine einfache 
Umformung durch reeiproke Radienvectoren sich daraus ableiten lassen. 
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Es ist leicht zu erkennen, dass die Gleichungen P=0, ...., P,=0 
vier Kugelflächen darstellen, von denen jede die andere rechtwinklig 
schneidet, und für welche der Anfangspunkt der Coordinaten der Potenz- 
punkt ist. Man kann auch X4+Y+Z4+p=0 als die Gleiehung einer 
fünften mit jenen vier ebenfalls orthogonalen Kugelfläche auffassen. Herr 
Darboux hat schon vor einer Reihe von Jahren die Potenzen eines 
Punktes in Bezug auf fünf orthogonale Kugeln als homogene Coordinaten 
des Punktes eingeführt und zu umfassenden Untersuchungen namentlich 
über die Gattung von Flächen, welche er Cyeliden nennt, benutzt. In 
einer in den Comptes Rendus (1876, II, No. 22 und 23) mitgetheilten Ab 
handlung wendet er diese Coordinaten an, um in die Differentialgleichung 
AV= 0 die Parameter des allgemeinsten Systems orthogonaler Uyeliden 
einzuführen. Wenngleich ich aus dieser Abhandlung und nach Einsicht 
des dort eitirten Werkes des Herrn Darboux erkenne, dass meine Arbeit 
mich in vielen Punkten nur zu bekannten Resultaten geführt hat, so glaube 
ich doch, dass auch der von mir eingeschlagene Weg der Untersuchung 
einige Beachtung verdient. 

5. Aus den elliptischen Coordinaten erhält man, wenn man (9 
statt (9.) in Anwendung bringt, das orthogonale Flächensystem 

22 32 22 32 
(18.) a r a " — | a v. 
Herr Darboux giebt die Gleichung des allgemeinsten Systems orthogonaler 
Cyeliden in der Form 
5 2? 


u 
1 0-qa 


Eliminirt man hieraus z, mit Hülfe der zwischen den x bestehenden Re- 
lation Fa; = 0. und setzt dann 


1 1 a a 
0-5 = und a4,—a, = — (für i<D), 


so entsteht: 


nn). U. a ER. ap 
rer = U). 


Da die Grössen P, P,, P., P, dieselbe geometrische Bedeutung und (wenn 

man zu X, Y, Z je eine Constante addirt) dieselbe Allgemeinheit besitzen, 

wie die Grössen &,, ©, 2, z,, so können die allgemeinsten orthogonalen 

Uyelidenschaaren auch unter der Form (18.) dargestellt werden. Die 
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Differentialgleichung 4V = 0 wird offenbar auch hier auf die in (14.) an- 
gegebene Form redueirt, wenn zwischen V und T die Beziehung 


V = TVI-R,= TV 
besteht, während f, fı, f&, f die in (13.) angegebenen Werthe besitzen. 


I. 
l. Die imaginäre Substitution, zu welcher ich jetzt übergehe, kann 
sebildet werden durch Combination der beiden folgenden: 


. 2p’ x’ 2p? y' pP’ — 2" — y” — 2 — 
er er TE A Se, er ur rer 
- 2p' r? r "2 "2 ) 2 
ee er WE A Me: Die dr Ma 2 
und: 
‚__ Mn BEE. + RB. 2.‘ 
Mn u DE un Pr . Y — r? 2) t — r? Perg 


. c ’ « a” 4-4 u 2? 2 2 

2 = ip — 2p - zu. RT rY Lam mi. 
= EH4ytastem—ip). 

Man findet aus den letzten Gleichungen leicht, dass: 


dip’z, 
— 


"+y" +2” +”+p° — 
und hieraus durch Addition des Werthes von 2pt': 
1) "rt = —4Up(z, +iz,), 


und die resultirende Substitution und deren Umkehrung erhalten die folgenden 
Formen: 


ER EN a. 
| 3, tie, ’ 6 + il, 
P| pn 

ar: -_ 3, FR ; a - Fi,’ 

a PER ei. De Bas Tina BE a Sie. Bene Ts 1 
# Te WETTE 
_ 1 ePtetrHetn „_ I Pr HcHhh, 
ae En 05 EEE 773 


Bemerkenswerth sind die Relationen 
3) (Hi) tie) = pP}, 
4). Shraratre Se oz 
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Unter Benutzung der Gleichung (1.) erhält man durch zweimalige An- 
wendung der Gleichung (3.) des ersten Abschnittes: 
2, de +dy’+dei +de, 


dE’+dn’+di;+dl = p’ en 
(#, +13,) 

Setzt man jetzt 3, = 2008, 273 =z8ing, so wird 

dx’ +dy’-+dz’ \ 


5) de+dn+dir+dl = Perldp+ z 
zugleich aber geht (4.) über in: 
Str = Fe, 
und daher ist es erlaubt zu setzen: 
(6) S=petg n=petg, G=petg, G=-ipe tg, 
wenn 9, 91 9», 9; Solche Funetionen dreier unabhängigen Variablen «,, «,, u, 
vorstellen, durch welche die Bedingungsgleichung 
A) HB Nr | 
identisch erfüllt wird. Ist nun ferner 
(8) dg’+dg +dg—dg, = M,du; + M,du; + M,du;,. 
so erhält man für dS’+--- den folgenden Ausdruck 
(9) d+d"+di+dG = pie ’t(dp’+M,du: +M,dıu; + M,du;). 
Wenn man nun einerseits (2.) mit (6.) und andererseits (5.) mit (9.) in 
Verbindung bringt, so fällt das Imaginäre und zugleich die Variable g aus 
den Resultaten heraus, und man gelangt zu dem folgenden Satze: 
Genügen 9, 9, 9%, 9; den Bedingungen (7.) und (8.), und bedeuten 
x, y, 3 die rechtwinkligen Coordinaten eines Punktes im Raume, so wird 
durch die Gleichungen 


Pi zT ” pP’ — (z’ + y’ + 2°) 
iu SE 2p2 y 

BR ; _ P+@+y’+»’) 
lee Zu Sue 2pz ’ 

oder, was dasselbe ist, durch 
) ) j 
N ‚y= BE une 

949; +9; +9; 


ein orthogonales Flächensystem mit den Parametern «,, «,. 1, bestimmt. 
und das Quadrat des Linienelementes hat die Form 


? 2 „ M, du? + M,du? + M, du’ 
d d u d za Mer Kam sc MR Men: Dan 6 Fllen 3 
ie 4 (9, + 9,)" 
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2. Die Transformation der Differentialgleichung 4V/=0 kann hier 
noch etwas einfacher als im vorigen Abschnitt ausgeführt werden. Die 


(sleichungen (5.) und (9.) liefern nämlich für die Differentialgleichung 
oW o’W o’W _o’W 


AUT le zu 8. © 
o& r on ß * ob + od 
die folgenden beiden SEEN: 
oW ,0°’W 1 0W er 09 on OW 
-+ e Pr. FRE 
er ra »G PR )+ = dp (e gr a. 
8 (N aw\, © (N oW 4 N oW a oW 
pi — pi u 
( M, tn M, Eu, = M, ou a ts 0 — (e 30) = 0, 


worin N=YM,M, Ta Setzt man nun in diesen beiden Differentialgleichungen 
respective 

W=e"V.y und W=e'T, 
und macht die offenbar zulässige Voraussetzung, dass V und T beide von 
p unabhängig sind, so gehen dieselben über in: 


o’V o’V oV 
I’ +7 öy’ 03° = 0 


und 

6) N oT 16) N oT N 

ae EN a CH, An, +5 z, E HENT = 0 
Diese Form also nimmt die Gleichung VY=0 an, wenn durch die Sub- 
stitntion 


V=Ty- = 7,118: +9 
an Stelle des Potentials V die Function T eingeführt wird. 

3. Die Anwendung auf die elliptischen Polareoordinaten erfordert 
fast keine neuen Rechnungen. Man bildet die für —g’, —g, —@, 5 zu 
benutzenden Werthe, wenn man in den vorher für f’, fi, £, ß aufgestellten 
, durch « ersetzt und durch die richtige Auswahl der Intervalle dafür 
sorgt, dass 9, 9, 9, 9 reelle Werthe vorstellen. Es sind hier von den 
fünf Intervallen, in welche die Werthe «, 2, y, d die von —» bis +» 
ausgedehnte Zahlenlinie theilen, diejenigen beiden auszuscheiden, welche d 
zur gemeinschaftlichen Grenze haben, und die drei übrig bleibenden sind 
dureh die Parameter u,, 4, u, zu besetzen. Es erscheint überflüssig, die 
sich so ergebenden Resultate niederzuschreiben. 

Man kann jedoch zu einem reellen Flächensystem auch dadurch ge- 
langen, dass man den Parametern und einem Theile der Constanten ima- 
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inäre Werthe beilegt, und dieser Fall bedarf einer kurzen Erörterung. 
Man setze, was ohne wesentliche Beschränkung der Allgemeinheit statthaft 











ist, „y=1, d= —1, und verwandele gleichzeitig u, e, £, p’ in iu, io, iß, 
ip’, also p in (l+ö)pyz3: dann erhält man folgende Gleichungen 

5 / (a—u,)(@--u,)(e cr u,) 2 P Y 2 (A r i)g 

=) Een VER 

|. / (P-u,)(P—u,)(d—u,) Yin pvY3a(d+ög, 

Ber (@— A)I+ ff) st ' m 

.,/ Ad-ia)A—ia,)(—ia,) - _ pY4d+0) 

ar RBA-ei-M) ' 77 + 

a.= /A+ia, )A+ iu, )( Hiu,) R' n ip'(g, -g,) , 

BET Rdriejl+) ° 9, +9, 
In der letzten derselben ist R=x’+y-+z, und die Intervalle können hier 






unbeschadet der Allgemeinheit durch die Ungleichheiten 






x > U, >00 —>U, 





Us _ > un (I 





bestimmt werden. Es behalten hier nur g und g, reelle Werthe, während 


















g, und g; kg (srössen sind. Setzt man aber 


j A+HiBd)yb, p=iN—-id)y4, 

# . ‘ . y * 

so sind A und B un zu bestimmende reelle Funetionen von u,, U,, it, 
| und die Formeln, welche die Coordinaten explicite durch die Parameter 
4 ausdrücken, gehen über in 
E Pg P9, p ‚A—D 

R m = < a a = r 7 a R _pD < 

$- A -B 9 A+ B A -B f 5 + B 

Ä Als Gleichung des orthogonalen Systems erhält man: 

3 > 2 

a Ip’ x’ | 4p’y? Pe. | L s” ip”)’ (x? L y+ „1 ip?)” ur 

a en Y- iu I+iu er 
oder: 
\ Iran 1+Pu ,, ' 
8 a 3 2p° tr ’+ 2p’ — y’-+-2p’uz = p*. 


Der Uebergang von dieser Gleichungsform zu der von Herrn Wangerin 
gewählten 
aA—4N’® „ bA—4D” „ cA—4AD , 


A-+a e+ .+b yr A+c 


(e’+y’+2) + 


wird vermittelt dureh die Substitutionen 


p’ —— D a = 4D’+ ac /3 „> 4D’+be 2 c4A—4D’ 
== — ö 


2D(a—e)’ 23D6—-c)' "2DA+eo' 
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und man sieht, dass « und A sich nur durch einen eonstanten Factor unter- 
scheiden würden, wenn man e=»x setzte, eine Annahme, die zwar nicht 
ohne Störung der Symmetrie aber doch ohne Beeinträchtigung der Allge- 
meinheit gemacht werden kann. 

Die transformirte Differentialgleichung kann aus (14.) durch Bueh- 
stabenvertauschung entnommen werden. Sie heisst: 


n2 T 


=); +7 wT) —=(, 


wenn 


T 5 
)) SR 
‚U+B, 


du’ = (e— u) (BP —u)(1+ u?) de. 


= Ty. = 


Will man dieselbe durch Producte von der Form F, (w,) F;(u,) F,;(u,) inte- 
griren, so sind die Functionen F durch die gewöhnliche Differentialgleichung 
d’F N dF e N ' 
u). +4h (u (u +Cu+C)F = 0 
hi du’ Hsh lu) di + (Pu + Cu+C)F 


zu bestimmen, worin h(u) die ganze Function vierten Grades 
(«— u)(P—u)(1-+ u?) 
bedeutet. 

Zusatz. Herr Darboux stellt sich in der neuesten Nummer der 
Comptes Rendus (1877, No. 7) die Aufgabe, alle orthogonalen Flächen- 
systeme zu bestimmen, für welehe die Differentialgleichung /V =0 unend- 
lich viele Lösungen von der Form Nf(e)fi(e,)f(0:) zulässt. Ich verweise 
auf die von Herrn Darboux mitgetheilten wichtigen Resultate. 


Elbing, den 21. Februar 1877. 
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Der Malussche Satz und die Gleichungen der dadurch 
definirten Flächen. 
(Von Herrn O©. Röthig.) 


Nato gegeben (s+1) brechende Mittel n,. %, ..., %,,. Gleich- 
zeitig bedeute », den Brechungsexponenten aus Luft in das betreffende 
Mittel », für alle » von OÖ bis s-+1. 

Die T'rennungsfläche des Mittels z», vom Mittel »,,, habe in Bezug 
auf ein beliebiges rechtwinkliges Coordinatensystem die Gleichung: 

h \ p,(2,Yy,2) = 0 
ck 'für alle v», vonvr=-1bis v=s*) 
as Mittel », wird durchlaufen von den einfallenden Strahlen: i 


r 


Be _ u 


- = Were Sk REN EHEBEEREE 7 
I He. 

Tu, Yo, 3, Sind feste gegebene Werthe, so dass das Strahlenbüschel (2.) 
durch einen festen Punkt geht. «,. P,. y, bedeuten die Cosinus der Winkel, 
welche jeder der Strahlen (2.) mit den positiven Richtungen der Coordinaten- 
axen bildet, oder drei Parameter, unter sich verbunden durch die zweite 
Gleichung (2.) im übrigen willkürlich. 

Das Strahlenbüschel (2.) fällt ein auf 9, und wird dort gebrochen. 
Ks durchläuft dann das Mittel »,, wird gebrochen an g,, durchläuft das 
Mittel »,, wird gebrochen an g, u. 8. f., schliesslich durchläuft es das Mittel 
n., wird gebrochen an %,, und fährt aus in das Mittel »,,.. 

Seien die Gleichungen des das Mittel », durchlaufenden Strahlen- 
bündels: 


Eli, ı _ Yo _ 3 
ur ß, 7, 
| ++ = 1. 


2,1, 9%, 3, Sind die Coordinaten des Punktes der Fläche y, , von 


*) Finden an einigen dieser Flächen nicht Brechungen sondern Reflexionen statt, 
so sind die zugehörigen » gleich —1 zu setzen. 
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welchem ein bestimmter Strahl des Bündels (3.) ausgeht. «,, ,, y, sind 
die Cosinus der Winkel, welche dieser Strahl mit den positiven Richtungen 
der Uoordinatenaxen bildet. 

Jeder der Strahlen (3.) trifft einen Punkt der Trennungsfläche des 
Mittels z, vom Mittel »,,,, deren Gleichung in (1.) gegeben ist. Bezeichnet 
man die Coordinaten dieser Punkte mit x,, y,. 3,, so sind dies für jeden 
einzelnen der Strahlen (3.) 


(4.) die Werthe, welche dem Systeme (3.) und (1.) zugleich genügen. 


Die Gleichungen des das Mittel »,,, durchlaufenden Strahlenbündels sind 
dann ® 
era Sue 
(9.) E00 N ) 
rt 
Hierin ist: 


I, 0, ), 09, I, 09, 
6) a Fr Aurel a 
R, of, R, oy, di. Ä R, 03, 


*) Das oben folgende Resultat ist hergeleitet in dem Werke: Röthig, die Probleme 
der Brechung und Reflexion, Leipzig 1876 bei Teubner. Zwar ist es dort in etwas 
anderer Form gegeben. Es soll daher hier kurz gezeigt werden, dass das dortige 
Resultat mit dem oben folgenden identisch ist. Zu diesem Zwecke eitire ich Stellen 
des erwälnnten Werkes mit dem Zusatz „d. B.“ und Stellen der hier vorliegenden Ab- 
handlung mit dem Zusatz „d. A.“ 

Die in (3.) pag. 33 d.B. eingeführten Grössen a,, b,, ec, sind hier nach (3.) 
d. A. ersetzt, respective durch &,_1, %,—1, &,—ı. Desshalb wird nach (10”.) pag. 34 d. B.: 


1 op, Op, 0, 
L, = | 2, — %,—) — Fa) —— , — 3») —1: 
i R ; ( ı) Or, n (Y Y 1) oY, zZ ( v j ı) O3, 
Hieraus folgt mit (8.) d. A. 
!, Op, Of, Op, ] 
3 le. —-—- +. — „——- I=r,cosB 
3 R, or, ı ß oy, + Y Ö3, ’ ) 


wegen (7.) d. A. Wendet man dies und die Gleichungen (6.) d. A. auf die in (5.) 
pag. 104 d. B. gegebenen Werthe von a,yı, d,41, C,4ı an, so folgt: 

d,+1 = %,—1 n r,@, + 0,0, ‚15 b, +1 — Yı-i + r, ß, + 0,ß, +3 GH = H-1 + r,Yı +0,9%: Hl» 
Mit (8.) d. A. folgt hieraus: 


d,rı — %, b,+ı u C,+17 % 
—_— oo — 70 = —g,. 
&,+1 Pr+ı Yrıi 
Schreibt man für die in (8.) pag. 34 d. B. gegebenen Gleichungen der das Mittel 
,+, durchlaufenden Strahlen die folgenden: 


re a a 
&y+ı Pr+ı Yr+1 
so entstehen durch Addition dieser Gleichungen mit den unmittelbar vorhergehenden 
sofort die oben in (5.) aufgestellten Gleichungen. 
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n / Ferry 
x, =—-; 0,= —2,c08B,+V1-x;sin’B,, 
N,+1 
1 Oy op; 04 
5 cosB, = [o, -+ß yo |: 
( ) \ ’ R, ’ Or, 4 [ ‚ MW + & O2, 
R Ö 0 op, \ 
R=( er) + (a) He). 
Oy, 0%, 


Die Zeichen nn ‚ ete. bedeuten, dass nach der partiellen Differentiation 


; 
von y, nach x, ete. an Stelle von x, y, z die in (4.) bestimmten Grössen 
T,, 9,, 3, zu setzen sind. Das Vorzeichen von R, ist so zu wählen, dass 
cosB, positiv wird. Die Wurzel in ge, ist absolut zu nehmen. Endlich 
gelten die Gleichungen (5.) für alle » von v=0 nach (2.) bis v = s, 
während (6.) und (7.) vnv=1bis v=s gültig sind. 

Um die Gleiehungen der in das Mittel »,,, ausfahrenden Strahlen 
aufzustellen, hat man die s Aufgaben (4.) zu lösen. Hierzu sei: 


m =. == #_ 
Ü, ß, Yv er 


| vonv=1bisv=s. 


| IL, — T,-ı Y, — Y,-ı Ay — y—ı 


(8.) 


Dann ist wegen (4.) r, bestimmt durch die Gleichung: 
9) 9,,_\ ter, Witßr, 3-1+Yr,] > I. 

TC, Yos 05 ı, Pi, Yı Sind gegebene Grössen. Man hat also Gleichung 
(9.) zunächst zu lösen für v= 1, wodurch r, und dann nach (8.) z,. Yı. 2; 
gefunden werden. Nach Herleitung. von &, Ps, y, aus (6.) für »—=1, kann 
man nun (9.) lösen für v=2, wodurch man r, und dann nach (8.) ©, 9a. 2: 
erhält. Fährt man so fort, bis ©,_,, 9-1, 3-1 gefunden sind, so kann man 
schliesslich nach Aufstellung von «,, /,, y, aus (6.) für v =s—1 (9.) lösen 
für v=s, wodurch r, und dann nach (8.) x,, y,, z, erhalten werden. Nach 
Herleitung von &,,1, Pr, Yı aus (6.) für »—=s und Einführung dieser 
Werthe und der für x,, 9,, 3, gefundenen in (5.) für v»=s erhält man dann 
die Gleichungen der in das letzte Mittel »,,, ausfahrenden Strahlen. 

Wegen (8.) und der Bedeutung der darin enthaltenen Grössen ist r, 
die Länge der vom Punkte (z,_,, Y,-ı, 3,_”,) bis zum Punkte (z,, y,. z,) 
gezogenen geraden Linie, also die Länge des im Mittel n, liegenden Theiles 
eines der das Mittel n, durchziehenden Strahlen 

Auf jedem der das Mittel »,,, durchlaufenden Strahlen nehme man 
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Jetzt einen willkürlichen Punkt (x, y, z) an. 



































on Ya u 
a, +1 Bari Ys+1 
r.., ist wieder die Länge des Strahles im Mittel »,,, vom Punkte (z,, ,, 3,) 


bis zum Punkte (z, 9, 2). 


(10.) 











— Tr 


Wie oben gezeigt, werden &,, Y, 35 &rır Psrıs 74, bestimmte 
Funetionen der allein veränderlichen Grössen «,, f,, Yı. Versteht man 
auch unter r,,, eine noch zu bestimmende Function dieser Grössen, so werden, 
weil nach (10.): 


! 


(11.) e=n tr; Yyaytldnfa) 3= 34 Ysrıfar 
ist, auch x, y, 3 Funectionen von e,, f, /ı, zwischen welchen Grössen die 
zweite Gleiehung (2.) besteht. Denkt man also umgekehrt «,, /,, y, aus 
(11.) als Funetionen von z, y, z bestimmt und führt diese Werthe in die 
zweite Gleichung (2.) ein, so entsteht eine Gleichung von der Form: 
(12) Pla, y, 3) =V. 
Oder die Punkte (x, y, 3) erfüllen eine Fläche, die je nach der Art, wie 
man r,,, als von «@,, P,, yı abhängig annimmt, eine andere sein wird. 
Es entsteht nun hier eine grosse Zahl denkbarer Aufgaben, die sich 
alle zusammenfassen lassen in die: 
r.., als eine solche Function der Grössen «a,, Pı, Yı zu bestimmen, 
dass die Fläche (12.) einer willkürlich vorgeschriebenen Bedingung genügt. 
Die Möglichkeit einer solehen Aufgabe ist erst durch die nähere 
Untersuchung derselben festzustellen. Auch soll jetzt hier nur die eine 
weiter behandelt werden: r,,, so zu bestimmen, dass jeder Strahl (10.) die 
Normale der Fläche (12.) im Punkte (x, y, z) darstellt. 
Die Normale der Fläche (12.) im Punkte (x, y, 3) hat die Gleichungen: 
u) a SEE et 
op op op 
de Yy 272 





wo &, n, £ die laufenden Coordinaten eines Punktes der Normale bedeuten. 
Der gestellten Forderung nach sollen die Gleichungen der Normale 
(13.) identisch werden mit denen des Strahles (10... Hierzu ist noth- 


wendige und hinreichende Bedingung: 





| op oP oO» 
(14.) 41: Par: Yızı .. 2,7 öy . Sr . 


Dann ist nach (5.) für v=s: 
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Mit der aus (12.) folgenden Gleichung: 


; 3, 0b, . ob 
(15.) a, det d dy-+ 7 dz — 0, 


erhält man aus (14.) 
(16) &ude+ß,.ıdy+Yy,...ds = (0. 

Es ist also r,,, so zu bestimmen, dass der Gleichung (16.) genügt wird, 
4 und ist dies geschehen, so sind die Strahlen (10.) Normalen der gefundenen 
Fläche, weil das gleichzeitige Bestehen von (15.) und (16.) bei der Will- 
kürlichkeit zweier der drei Grössen dx, dy, ds die Bedingung (14.) zur 
nothwendigen Folge hat. 

e Wegen (11.) und der zweiten Gleichung (5.) für v—= s, wonach auch: 


a a ei dan a a a r eier 








4 %,1da,. + Br dar + Yrıdyızı > 0 
| ist, geht (16.) über in: 
i (17.) dr, + Paddy + Yzıda, + dr. =. 
| Wegen (6.) und (1.) für v=s, wonach auch: 
ist, wird aus (17.): 
z,(a,dz,+ P,dy,+y,dz,)+dr,,, = 0 
oder wegen des in (7.) gegebenen Werthes von z,;: 
(18)  n,(0,de,+ß,dy,+y.ds)-+n,.dr.. = 0. 
Nun ist nach (8.): 
; 19) \Dr4ı =2,+0,.10%,43 Sr > rn RE 2 765 25 AR, SEE 
R . für alle » von O bis s—1. 
i Demnach wird der Ausdruck: 


(20.) Oy+1 de, Hi + P,. ‚dy,zı = Y,+1d2, HR = Fr +1 dx, 6: P, Hi dy, 2; 7: ‚dz, 4 dr, +19 
wegen der zweiten Gleichung (5.). Es ist aber wegen (6.) und -(1.): 
Ryrı dx, + P, Hl dy, wir l dz, aus 7, (0, de, + P, dy, 4 7: dz, I» 


Führt man dies in (20.) ein und benutzt noch den Werth von z, aus (7.), 
so folgt: 





(21.) n,,1(0,.ıdz,.ıt+ß,.1dy,;1+Y%,41d2,;1) =n, o,d&e,+P,dy,+y,dz,)+n, dr, ;ı 
für alle » von 1 bis s--1 
30 * 
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Schreibt man nun die Gleichung (21.) auf für v=s-—1, darunter die aus 
(21.) für v—=s—2 folgende, darunter die für v—=s—3 folgende und so fort 





bis zu der letzten aus (21.) für v»—= 1 folgenden, so entsteht durch Addition 
aller dieser Gleichungen: 


ın,(a,de,+P,dy,+y,.ds) = n,dr, +n,_ ‚dr, ı+'" 
! + mdr,+n,(o,dz, + P,dy, +Yy,da,). 


(22.) 


Wendet man nun (20.) für v»—=0 an, so folgt, weil z,, %., 2. «onstante 
(zrössen sind: 
(23.) a, da, +Pıdy, +y,da, = dr.. 
Setzt man nun (23.) in (22.) und dies in (18.) ein, so folgt: 
(24.) n, dr, + m, dr, + -+n,_,dr,_,+n,dr, +n,,.dr,,;, = 0 
oder durch Integration: 
3) nantmnt tar tnHrıı = C, 
wo C eine willkürliche Constante bedeutet. 

Versteht man also unter r,,, die durch (25.) jetzt bestimmte Function 
der Grössen a,, Pı, Yı, zwischen denen die zweite Gleichung (2.) besteht, so 
sind die durch (11.) gegebenen Grössen x, y, 3 die rechtwinkligen Coordinaten 
der Punkte der Fläche (12.) oder derjenigen Fläche, zu welcher sämmtliche 
im letzten Mittel verlaufenden Strahlen (10.) normal sind. 

Hierdureh ist also nieht nur die ‚Existenz dieser Fläche nachge- 
wiesen, sondern auch eine Methode gegeben, ihre Gleichung in jedem Falle 
aufzustellen. 

Diese Gleichung ist hier zunächst dadurch gefunden, dass die Coor- 
dinaten eines Punktes der Fläche Funetionen dreier Parameter «,, Pi, Yı 
werden, zwischen denen die Gleichung 

26.) . +Ai+r = 1 
besteht. Ersetzt man &,, /,, /ı durch solche Funetionen zweier willkür- 
lichen Parameter, welche (26.) identisch erfüllen, so ist die Gleichung der 
in Rede stehenden Flächen auch dadurch darzustellen, dass die Coordinaten 
ihrer Punkte Funetionen zweier willkürlichen Parameter werden. Denkt 
man endlich «,, ?,, 7, als Functionen von z, y, z aus (11.) ausgedrückt, 
und sei: 


a,=gp(t,Yy,2); Pı=x(a,y,2); yı=v(z,y,2), 





PETER RENT OO DORNR 





BEEBREN 1137 5 97275 EP SZENENEEREZU ET "22, 












Si 


di 
1 
d 
D 


_ 
S] 


h 


N 
te 


n 


I 












ie N a nu ne nn irn 
BORKEN, 9 PETER EEE “ PEREOO T 









2 äh ei er 
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so wird die Gleichung der Fläche nach (26.): 
27.) P+yY+W = 1. 


Die Gleiehungen der in Rede stehenden Flächen können also auch die in 


(27.) dargestellte ausgezeichnete Form erhalten, wenn die wirkliche ller- 
leitung von , %, w algebraisch möglich ist. 

Nach Herrn Kummer, dieses Journal Bd. 57 pag. 189, ist die Existenz 
der oben untersuchten Flächen zuerst von Malus bewiesen worden. Weitere 
mir bekannte Nachweise derselben T'hatsache findet man in Bertrand, Caleul 
ditterentiel, Paris 1864 pag. 689 —87. Ferner in Helmholtz, Handbuch der 
physiologischen Optik, Leipzig 1867 pag. 249 tig. Am letzteren Orte findet 
sich auch die hier mit (25.) bezeichnete Gleichung. Aus den von Herrn 
Helmholtz angegebenen Gründen (l. e. pag. 238, pag. 243) würde man die 
hier untersuchten Flächen mit dem Namen Wellenflächen bezeichnen, wenn 
nicht eine Verwechselung mit der Fresnelschen Wellenfläche zu befürch- 
ten wäre, 

Wegen der willkürlichen Constanten C giebt es für ein bestimmtes 
System von Strahlen (10.) unzählig viele der hier betrachteten Flächen, die 
sich jedoch nur in dem Werthe von © unterscheiden. Hat für zwei beliebige 
dieser Flächen die Constante die Werthe A und B, so unterscheiden sich wegen 
(25.) die zugehörigen r,,, um den absoluten Werth der Grösse (A—B):n,,.. 
Hieraus folgt, dass man aus einer der Flächen alle übrigen erhälts wenn 
man sämmtliche Normalen vom Punkte (x, y, z) aus um dieselbe willkür- 
liche Grösse vermehrt oder vermindert, oder alle diese Flächen sind parallel. 
Bertrand |. ce. pag. 687.) 


Berlin, den 6. April 1877. 




















On the 16-nodal quartic surface. 
(By Professor A. Cayley at Cambridge.) 





Prof. Borchardt in the Memoir „Ueber die Darstellung u. s. w.“ this 
Journal 1.83 pp. 234—243, shows that the coordinates z,.y, 3, w may be 
taken as proportional to four of the double -functions, and that the equa- 
tion of the surface is then Göpel’s relation of the fourth order between 
these four functions: and he remarks at the end of the memoir that it-thus 
appears that the coordinates x, y, 2, w of a point on the surface can be 
expressed as proportional to algebraie functions, involving square roots only, 
of two arbitrary parameters $, $. 

It is interesting to develope the theory from this point of view: 
Writing as in my paper „Further investigations on the double 9-funetions‘“ 
pp: 220 — 233. 





[a] = aa), 
[] = bb, 
[e] v. cc’, 
[d] a dd, 
[e] n ee, 
(fl u ff; 
[ab] = © 5, (Vabfc'd’e'— Va’b'f'cde)‘, 
etc. k 


where on the right hand sides a, b, .... a‘, ... denote a—$, b-$, ... a-8, ... 
(5, 5 being here written in place of the x, x’ of my paper) then the 
sixteen funetions are proportional to constant multiples of the square-roots 
of these expressions; viz. the eorrespondence is 

I, = Is, Ss, = ya, R, = F, R= Yu, 0 = 4, 0, = Un, 


iyaylal, iybylbl, iyeyleh, iydyld, äverlel, äyfıW); 
Q, =, P, = A P = Bu S=—43u, P,= Fr, P,;=)%,, 
yabylab], yacylac), yadylad], yaeylae], ybeylbe], ybdylbd), 
S; ui Fa, 0; vn Far . R; m Fu, R; un Is, 
Ybeylbe], yedyled], yYeeylcel, ydeylde), 
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where under the signs y a signifies bedef, that is be.bd.be.bf.ed.ce.cf.de.df.ef, 
and ab signifies abf.cde, that is ab.af.bf.ed.ce.de, in which expressions 
be, bd, ... ab, af, ... signify the differences bc, b—d, ... a—b, a—f, ... 
But in what follows we are not concerned with the values of these 
eonstant multipliers. 

Prof. Borchard!'s eoordinates x, y, z, w are 

=, =P; y-da, =; 3=9,=-8; vwd, =P; 

viz. P, S, P,, S, are a set connected by @Göpel’s relation of the == 
order — and this relation can be, found (according to Göpel’s method) 
showing that Q’ and AR’ are each of them a linear function of the Gone 
squares P’, P;, S’, S,, and further that OR is a linear funetion of PS and 
P,S,; for then, squaring the expression of OR, and for Q’ and AR’ substi- 
tuting their values, we have the required relation of the fourth order be- 
tween P, S, P;, 8;. 

Now we have P, S, P,, S,, Q, R = eonstant multiples of Ylae], 
Yfab], Vled], Y{bd], v[b', Vie] respectively: and it of course follows that 
we must have the like relations between these six quantities; viz. we must 
have [5], [e] each of them a linear funetion of [ac], [ab], [ed], [bd]; and 
moreover Y[b] Y[e] a linear funetion of Y[ac] Y[ab] and Y[ba] Vled]. 

As regards this last relation, starting from the formulae 


Y[aec] = — 7 Vacfb’d’e +Ya'c'f'bde!, 
Y[ba]=- EI E Vbdfa'ce'+Yb’df’ace], 
Y[ab] = £ Ir Vabfc’de'+YVa'b'f'ede!, 
Vled] =; 2 IVedfab’e' + Vedfabe!, 
we have at once 
Viae] Viab] = "gr lafde +afide) Vbehe + (be'+ De) Vadeade', 
Y[bd] Y[ed] = €- 25) I(dfa’e' + d’f’ae) Ybeb'c' + (be’ + b'e) Yadea’d'e' |; 
the difference of these two expressions is 
1 


— (ad — a'd) (fe —f'e)Vbeb'c', 


 €-P 
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where substituting for a, d, e, f, a‘, ... their values a—$, d-$, e—sS, 
f-5, a—!, ... we have ad’ — ad = (a—-d) (5—), fÜ-fe=(f-e)(E—); 


also Ybeb’e' =Y|b] V[e]; and we have thus the required relation 
Y ac] Y[ab]— Y[bd] [ed] = — (a—d)(e—f)Y[b] V[e'. 


As regards the first mentioned relation, if for greater generality, 
being arbitrary, we write [9] = 0' (that is = (9—5)(#—5’)) then it is easy 
to see that there exists a relation of the form 


V[0]) = Al[ab]+B[ac]+C[bd)+D[ed], 


where A+ B+C+D=0; in fact the righthand side is thus a linear funetion 
of the differences [ab] — [ac], [ab)— [ba], [ab] — [ed]; and each of these (the 
irrational terms disappearing and the rational terms dividing by (5—5’)’) 
is a mere linear funetion of 1, 5+8', &&; whence there is a relation of 
the form in question. I found without much diffieulty the actual formula; 
viz. this is 





(a—d)(b—-c)(e-f) l, e+f, ef, [0] 
1, b-+c, be 
'l1,a+d, ad 
= /,e&,ß£ ef [ac]— 1, e, f, Al- l,e, fs ef\led]+ 1, e, f, ef [ba], 
11, db, c, be‘ 1, c,b, be 1, b,c, be, 1, c,b, be 
11, d, a, ad 'l, d,a, ad 1, a, d, ad 1, a, d, ad 
1. 0,0, 0 1,0,9, 6 1,0,6, 0 1, 0,0, 0 





where observe that on the right hand side the last three determinants are 
obtained from the first one by interehanging b, ce or a, d, or d, ce and a, d 
simultaneously, a single interchange giving the sign —, but for two inter- 
changes the sign remaining +: 
Writing successively d=b and #=c, we obtain 
(a—d)(e—f) 1, e+f, efi[b] 
'1,b+c,be 
| 
l, a+d,ad 
(a-f)b-d)(b-e)fac]—(a-b)(b-fd-e)lab]+(a-b)b-e)(d-Nled) 
— (a-e)(b—-d)(b-f)[bd], 





— m r PAR * i FR. N 0 
. ji " ar 2 a A A PR i Fü ai ig a 1a ae Da nn iii il i tn TE nl a an FR 2 en = inne ‚a E 














wl 








u er 
EUER 
> ee RN un ua b gi kai 2 ie A 















Cayley, on the 16-nodal quartic surface. 


(a-d\(e-f)|l, e+f, ef [e] 
1, 5b+c, be 
1, a+d, ad 
= —(a-c)(e—-f)(d-e)|ac]+(a-f)(e-d)(c-e)[ab]—(a-e)(ce-d)(c—f)[ed] 
+(a—e)(e-e)(d—f)[bd], 
which values of [b], [ce], combined with the foregoing equation 
(a-d)(e-f)YLb]Yle] = —YVlae] Y[ab] +V[ed]Y[bd], 
give the required quartic equation between Y[ac], Y[ab], Y[cd], Y{bd]. 
Cambridge 2.4 August 1877. 
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2) 
Ein Beitrag zur Mannigfaltigkeitslehre. a N 


(Von Herrn @. Cantor in Halle.) 





E 
RE EU PER ON z£ 
r 3 el 
W enn zwei wohldefinirte Mannigfaltigkeiten M und N sich eindeutig di 
und vollständig, Element für Element, einander zuordnen lassen (was, wenn ai 
es auf eine Art-möglich ist, immer auch noch auf viele andere Weisen ge- E b 
schehen kann), so möge für das Folgende die Ausdrucksweise gestattet ; k 
sein, dass diese Mannigfaltiekeiten gleiche Mächtigkeit haben, oder auch, 4 b 
dass sie ägquivalent sind. Unter einem Bestandtheil einer Mannigfaltigkeit E ü 
M verstehen wir jede andere Mamnigfaltigkeit M, deren Elemente zugleich ; S 
Klemente von M sind. Sind die beiden Mamnigfaltigkeiten M und N nieht von ie k 
sleicher Mächtigkeit, so wird entweder M mit.einem Bestandtheile von N FE (: 
oder es wird N mit einem Bestandtheile von M gleiche Mächtigkeit haben; & J 
im ersteren Falle nennen wir die Mächtigkeit von M kleiner, im zweiten ’ t 
Falle nennen wir sie grösser als die Mächtigkeit von N. 7 T 
Wenn die zu betrachtenden Mannigfaltigkeiten endliche, d.h. aus einer 3 q 
endlichen Anzahl von Elementen bestehende sind, so entspricht, wie leicht ; / 
zu sehen, der Begriff der Mächtigkeit dem der Anzahl und folglich dem i \ 
der ganzen positiven Zahl, da nämlich zweien solchen Mannigfaltigkeiten | 
dann und nur dann gleiche Mächtigkeit zukommt, wenn die Anzahl ihrer \ 


Elemente die gleiche ist. Ein Bestandtheil einer endlichen Mannigfaltigkeit 
hat immer eine kleinere Mächtigkeit als die Mamnigfaltigkeit selbst; dieses \ | 
Verhältniss hört gänzlich auf bei den wnendlichen, d. i. aus einer unend- | 
lichen Anzahl von Elementen bestehenden Mannigfaltigkeiten. Aus dem ä | 
Umstande allein, dass eine unendliche Manmnigfaltigkeit M ein Bestandtheil | 


einer andern N ist oder einem solchen eindeutig und vollständig zugeordnet '# 
werden kann, darf keineswegs geschlossen werden, dass ihre Mächtigkeit | 
kleiner ist als die von N; dieser Schluss ist nur dann berechtigt, wenn man Ä 
weiss, dass die Mächtigkeit von M nieht gleich ist derjenigen von N; eben- 1 
sowenig darf der-Umstand, dass N ein Bestandtheil von M ist oder einem 4 
solehen eindeutig und vollständig zugeordnet werden kann, als ausreichend I 


dafür betrachtet werden, dass die Mächtigkeit von M grösser sei, als die von N. 
Um an ein einfaches Beispiel zu erinnern, sei M die Reihe der posi- 
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tiven, ganzen Zahlen v, N die Reihe der positiven geraden ganzen Zahlen 
2y; hier ist N ein Bestandtheil von M und nichtsdestoweniger sind M und 
N von gleicher Mächtigkeit. 

Die Reihe der positiven, ganzen Zahlen » bietet, wie sich leicht 
zeigen lässt, die kleinste von allen Mächtigkeiten dar, welche bei un- 
endlichen Mannigfaltigkeiten vorkommen. Nichtsdestoweniger ist die Klasse 
der- Mamnigfaltigkeiten, welche diese kleinste Mächtigkeit haben, eine 
ausserordentlich reiche und ausgedehnte. Zu dieser Klasse „ehören 
beispielsweise alle diejenigen Mannigfaltigkeiten, welche Herr R. Dede- 
kind in seinen werthvollen und schönen Untersuchungen über die alge- 
braischen Zahlen „endliche Körper“ nennt (Man vergl. Dirichlets Vorlesungen 
über Zahlentheorie, zweite Auflage, Braunschweig 1871, S. 425 f.); ferner 
sind hier diejenigen, zuerst von mir in Betracht gezogenen, Mannigfaltig- 
keiten anzuführen, welche ich „Punktmengen der v'" Art“ „enannt habe 
(Man vergl. Mathematische Annalen von Clebsch und Neumann, Bd. V.S.129). 
Jede als einfach unendliche Reihe, mit dem allgemeinen Gliede a,, auf- 
tretende Mannigfaltigkeit gehört offenbar hierher; aber auch die Doppel- 
reihen und allgemein die »-fachen Reihen mit dem allgemeinen Gliede 
Gyr... (WO Yı, Ya, ... v, unabhängig von einander alle positiven ganzen 
Zahlen durchlaufen) sind von dieser Klasse. Bei einer früheren Gelegenheit 
wurde sogar bewiesen, dass der Inbegriff (») aller reellen (und man könnte 
auch hinzufügen: aller complexen) algebraischen Zahlen in Form einer 
Reihe, mit dem allgemeinen Gliede ®,, gedacht werden kann, was nichts 
anderes heisst, als, dass die Mannigfaltigkeit (©) sowohl, wie auch jeder un- 
endliche Bestandtheil derselben die Mächtigkeit der ganzen Zahlenreihe haben. 

In Bezug auf die Mannigfaltigkeiten dieser Klasse gelten die fol- 
senden, leicht zu beweisenden Sätze: 

„Ist M eine Manmnigfaltigkeit von der Mächtigkeit der positiven, 
ganzen Zahlenreihe, so hat auch jeder unendliche Bestandtheil von M 
gleiche Mächtigkeit mit M.“ 

„Ist M, M’, M", ... eine endliche oder einfach unendliche Reihe 
von Mannigfaltigkeiten, von denen jede die Mächtigkeit der positiven, ganzen 


Zahlenreihe besitzt, so hat auch die Mannigfaltigkeit M, welche aus der 


Zusammenfassung von M', M", M", ... entsteht, dieselbe Mächtigkeit.“ 
Im Folgenden sollen nun die sogenannten stetigen, »-fachen Mannig- 
faltigkeiten hinsichtlich ihrer Mächtigkeit untersucht werden. 
| 31" 


A 
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Die Forschungen, welche Riemann *) und Helmholtz **) und nach 
ihnen andere ***) über die Hypothesen, welche der Geometrie zu Grunde 
liegen, angestellt haben, gehen bekanntlich von dem Begriffe einer »-fach aus- 
sedehnten, stetigen Mannigfaltigkeit aus und setzen das wesentliche Kenn- 
zeichen derselben in den Umstand, dass ihre Elemente von » von einander 
unabhängigen, reellen, stetigen Veränderlichen &,, z;, ... x, abhängen, so dass 
zu jedem Elemente der Mannigfaltigkeit ein zulässiges Werthsystem z,, 2, -.2,, 
aber auch umgekehrt zu jedem zulässigen Werthsysteme &,, &,, ... x, ein ge- 
wisses Element der Mannigfaltigkeit gehört. Meist stillschweigend wird, wie 
aus dem Verlaufe jener Untersuchungen hervorgeht, ausserdem die Voraus- 
setzung gemacht, dass die zu Grunde gelegte Correspondenz der Elemente der 
Mannigfaltigkeit und des Werthsystemes &,, %,, -. 


























.x, eine stetige sei, so dass 
jeder unendlich kleinen Aenderung des Werthsystemes &,,2; ...z, eine unendlich 
kleine Aenderung des entsprechenden Elementes und umgekehrt jeder un- 
endlich kleinen Aenderung des Elementes eine ebensolche Werthänderung 
seiner Coordinaten entspricht. Ob diese Voraussetzung als ausreichend zu 
betrachten, oder ob sie durch noch speciellere Bedingungen zu ergänzen 
sei, damit die beabsichtigte Begriffsbildung der »-fachen, stetigen Mannig- 
faltirkeit als eine gegen jeden Widerspruch gesicherte, in sich gefestigte be- 
trachtet werden kann f), möge zunächst dahingestellt bleiben; hier soll 
allein gezeigt werden, dass wenn sie fallen gelassen wird, d.i. wenn hin- 
sichtlich der Correspondenz zwischen der Mannigfaltigkeit und ihren Coor- 
dinaten keinerlei Beschränkung gemacht wird, alsdann jenes von den Autoren 
als wesentlich bezeichnete Merkmal (wonach eine »-fache stetige Mannig- 
faltigkeit eine solche ist, deren Elemente aus » von einander unabhängigen 
reellen, stetigen Coordinaten sich bestimmen lassen) durchaus hinfällig wird. 

Wie unsere Untersuchung zeigen wird, ist es sogar möglich, die 


*) Man vergl. Riemanns gesammelte mathematische Werke. Leipzig 1876. S.254 f. 


**) Man vergl. Helmholtz: „Ueber die thatsächlichen Grundlagen der Geometrie“. 
Heidelberger Jahrbücher 1868, No. 46 und 47 und: „Ueber die Thatsachen, welche 
der Geometrie zu Grunde liegen“. Göttinger Nachrichten 1868, No. 9; desselben 
Verfassers populäre Vorträge, Heft III, Braunschweig 1876, S. 21 f. 

*##) Man vergl. J. Rosanes, über die neuesten Untersuchungen in Betreff unserer 
Anschauung vom Raume. Breslau, 1871, 8. 13. — O. Liebmann, zur Analysis der Wirk- 
lichkeit. Strassburg, 1876, S. 58. — B. Erdmann, die Axiome der Geometrie. l.eipzig, 
1877, 8.49. 

7) Die Beantwortung dieser Frage, auf welche wir bei einer anderen Gelegenheit 
zurückkummen werden, scheint mir keinen nennenswerthen Schwierigkeiten zu begegnen. 
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Elemente einer »-fach ausgedehnten stetigen Mannigfaltigkeit durch eine 
einzige, reelle stetige Coordinate # eindeutig und vollständig zu bestimmen. 
Daraus folgt alsdann, dass wenn für die Art der Correspondenz keine Vor- 
aussetzungen gestellt werden, die Anzahl der unabhängigen, stetigen. reellen 
Coordinaten, welche zur eindeutigen und vollständigen Bestimmung der 
Elemente einer »-fach ausgedehnten stetigen Mannigfaltigkeit zu benutzen 
sind, auf jede vorgegebene Zahl gebracht werden kann und alse nicht als 
unveränderliches Merkmal einer gegebenen Mannigfaltigkeit anzusehen ist. 
Indem ich mir die Frage vorlegte, ob eine stetige Mannigfaltigkeit von n 
Dimensionen sich eindeutig und vollständig einer stetigen Mannigfaltiekeit 
von nur einer Dimension zuordnen lässt, so dass jedem Elemente der einen 
von ihnen ein und zur ein Element der andern entspricht, fand es sich, 
dass diese Frage bejaht werden muss. 

Es lässt sich demnach eine stetige Fläche eindeutig und vollständig 
auf eine stetige Linie beziehen, das Gleiche gilt von stetigen Körpern und 
von stetigen (rebilden mit beliebig vielen Dimensionen. 

Unter Anwendung der oben eingeführten Ausdrucksweise können wir 
daher sagen, dass die Mächtigkeit eines beliebigen stetigen, »-fach ausge- 
dehnten Gebildes gleich ist der Mächtigkeit einer einfach ausgedehnten ste- 
tigen Mamnigfaltigkeit, wie beispielsweise einer begränzten, stetigen geraden 
Strecke. 

S.1. 

Da zwei stetige Gebilde von gleicher Dimensionenzahl sich mittelst 
analytischer Funetionen auf einander eindeutig und vollständig beziehen 
lassen, so kommt bei dem von uns verfolgten Zwecke (nämlich die Mög- 
lichkeit eindeutiger und vollständiger Zuordnungen von stetigen Gebilden 
mit verschiedener Dimensionenzahl nachzuweisen), wie man leicht einsieht, 
Alles auf den Beweis des folgenden Satzes an: 

(A) „Sind ©, ©, ... x, n von einander unabhängige, veränder- 
liche reelle Grössen, von denen jede alle Werthe, die — 0 und 
— 1 sind, annehmen kann, und ist £ eine andere Veränderliche 
mit dem gleichen Spielraum (0 << 1), so ist es möglich, die 
eine Grösse £ dem Systeme der » Grössen ©, 2, ... 2, 80 
zuzuordnen, dass zu jedem bestimmten Werthe von f ein bestimmtes 
Werthsystem &,, &, ... x, und umgekehrt zu jedem bestimmten 


Werthsysteme z,, &,, x, ein gewisser Werth von £ gehört.“ 
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Als Folge dieses Satzes stellt sich alsdann der von uns in Aussicht 
genommene andere dar: 

(B.) „Eine nach » Dimensionen ausgedehnte stetige Mannigfaltig- 
keit lässt sich eindeutig und vollständig einer stetigen Mannig- 
faltigkeit von einer Dimension zuordnen; zwei stetige Mannigfaltig- 
keiten, die eine von », die andere von m Dimensionen, wo „zZ m, 
haben gleiche Mächtigkeit; die Elemente einer nach » Dimensionen 
ausgedehnten, stetigen Mannigfaltigkeit lassen sich durch eine 
einzige stetige, reelle Coordinate # eindeutig bestimmen, sie lassen 
sich aber auch durch ein System von m stetigen Coordinaten 
tb, &, ... £„ eindeutig und vollständig bestimmen.“ 


8.2. 


Zum Beweise von (A.) gehen wir von dem bekannten Satze aus, 
” * . 0 ® ” .. . . . 
dass jede irrationale Zahl eZ, sich auf eine völlig bestimmte Weise 


in der Form eines unendlichen Kettenbruches: 
1 
ar ; = (0, Q,, is Ü,, ee 


a+ 





La. 
a,-+°.. 
darstellen lässt, wo die «, positive, ganze rationale Zahlen sind. 
Zu jeder irrationalen Zahl e a gehört eine bestimmte unendliche 
Reihe von positiven ganzen Zahlen «@, und umgekehrt bestimmt eine jede 
solche Reihe eine gewisse irrationale Zahl e> 1 
Sind nun e&,, &, ... e, a von einander unabhängige veränderliche 
Grössen, von denen jede alle irrationalen Zahlwerthe des Intervalles 


(0...1), und einen jeden: von diesen nur einmal annehmen kann, so 
setze man: 


e — (&ı, O2, 9 Gıys .. h, 4 
e, . (@ 1; E23 oe, us .. Ay 
e„ = (R,ı = Ü„: , u 8 .. O3 .o y 


diese » irrationalen Zahlen bestimmen eindeutig eine »+1t® irrationale Zahl 
0 
e>;: 
1 

d = (Pi, Pr; ... P 


v9. +); 
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wenn man zwischen den Zahlen « und £ folgende Beziehung festsetzt: 


u amp ] 2 ... n, 
(1.) RER 2 Run | „= 1. 2. ... 


x, 


alas 0 
Aber auch umgekehrt: wenn man von einer irrationalen Zahl d>, aus- 


geht, so bestimmt dieselbe die Reihe der ?, und vermöge (1.) auch die 
Reihen der «,,, d. h. d bestimmt eindeutig das System der » irrationalen 
Zahlen e,, &, ... e,. Aus dieser Betrachtung ergiebt sich zunächst der 
folgende Satz: 

(C) „Sind e&, &, ... e, n von einander unabhängige veränder- 
liche Grössen, von denen eine jede alle irrationalen Zahlwerthe 
des Intervalles (0...1) annehmen kann, und ist d eine andere 
Veränderliche mit dem gleichen Spielraum, .wie jene, so ist es 


eindeutig und vollständig einander zuzuordnen.“ 


8. 3. 

Nachdem im vorigen Paragraphen der Satz (C.) bewiesen worden 
ist, muss es nun unsere Sache sein, den Beweis des folgenden Satzes 
zu führen: 

(D.) „Eine veränderliehe Grösse e, welche alle irrationalen Zahl- 
werthe des Intervalles (0...1) annehmen kann, lässt sich eindeutig 
einer Veränderlichen x zuordnen, welche alle reellen, d. h. ratio- 
nalen und irrationalen Werthe, die —0 und —=1 sind, erhält, so 


. . : u”. 
dass zu jedem irrationalen Werthe von ez, ein und nur ein 


a . r 
reeller Werth von x — und umgekehrt zu jedem reellen Werthe 


nn 


von x ein gewisser irrationaler Werth von e gehört.“ 
Denn ist einmal dieser Satz (D.) bewiesen, so denke man sich nach 
ihm den im $.2 mit e,, &, ... e, und d bezeichneten »+1 veränderlichen 
(Grössen entsprechend die anderen Veränderlichen z,, ©, ... x, und tein- 


deutig und vollständig zugeordnet, wo jede dieser Veränderlichen ohne Be- 
schränkung jeden reellen Werth, der — 0 und l, anzunehmen hat. Da 


zwischen der Veränderlichen d und dem System der » Veränderlichen 
ex &, ... e, Im $.2- eine eindeutige und vollständige Correspondenz her- 
gestellt ist, so erhält man auf diese Weise eine eindeutige und vollständige 








t 
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Zuordnung der einen stetigen Veränderlichen £ und des Systemes von n 
stetigen Veränderlichen &,, &, ... &,, womit die Richtigkeit des Satzes 
(A.) nachgewiesen sein wird. — 

Wir werden uns also im Folgenden nur noch mit dem Beweise des 
Satzes (D.) zu beschäftigen haben; dabei möge eine einfache Symbolik, 
welche wir zunächst beschreiben wollen, Kürze halber, zur Anwendung 
kommen. 

Unter einer linearen Mannigfaltigkeit reeller Zahlen wollen wir jede 
wohldefinirte Mannigfaltigkeit reeller, von einander verschiedener, d. i. un- 
gleicher, Zahlen verstehen, so dass eine und dieselbe Zahl in einer linearen 
Mannigfaltigkeit nicht öfter, als einmal als Element vorkommt. 

Die reellen Veränderlichen, welche im Laufe dieser Untersuchung 
vorkommen, sind alle von der Art, dass der Spielraum einer jeden von 
ihnen, d. h. die Mannigfaltigkeit der Werthe, welche sie annehmen kann, 
eine gegebene lineare Mannigfaltigkeit ist; wir wollen daher auch diese, 
überall stillschweigend gemachte, Voraussetzung in dem Folgenden nicht 
mehr besonders hervorheben. Von zweien solehen Veränderlichen a und 
b wollen wir sagen, dass sie keinen Zusammenhang haben, wenn kein Werth, 
welchen a annehmen kann, gleich ist einem Werthe von 5; d.h. die beiden 
Mannigfaltigkeiten der Werthe, welche die Veränderlichen a, b annehmen 
können, haben keine gemeinschaftlichen Elemente, wenn gesagt werden 
soll, dass a und 5b ohne Zusammenhang sind *). 

Hat man eine endliche oder unendliche Reihe a’, a”, a”, ..., a®,.... 
wohldefinirter Veränderlichen oder Constanten, die paarweise keinen Zu- 
sammenhang haben, so lässt sich eine Veränderliche a dadurch definiren, 
dass ihr Spielraum aus der Zusammenfassung der Spielräume von @a',a”,...,a",... 
entsteht; umgekehrt lässt sich eine gegebene Veränderliche « nach den 
verschiedensten Modis in andere a’, a”, ... zerlegen, die paarweise keinen 
Zusammenhang haben; in diesen beiden Fällen drücken wir die Bezie- 
hung der Veränderlichen a zu den Veränderlichen a’, a”, ..., a”, 
durch folgende Formel aus: 


" 


a=la, #, .., MM, ..." 


*) Zwei Mannigfaltigkeiten M und N haben entweder keinen Zusammenhang, wenn 
sie nämlich kein ihnen gemeinschaftlich angehöriges Element haben; oder sie hängen 
durch eine bestimmte dritte Mannigfaltigkeit P zusammen, nämlich durch die Mannig- 
faltigkeit der ihnen gemeinschaftlichen Elemente. 
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Zum Bestehen dieser Formel gehört also: 1) dass jeder Werth, welchen 
irgend eine der Veränderlichen a”’ annehmen kann, auch ein der Ver- 
änderliehen a zustehender Werth ist; 2) dass jeder Werth, welchen a er- 
halten kann, auch von einer und nur einer der Grössen a’? angenommen 
wird. Um diese Formel zu erläutern, sei beispielsweise g eine Veränder- 
liche, welche alle rationalen Zahlwerthe, welehe — 0 und Il sind, e 
eine Veränderliche, welche alle irrationalen Zahlwerthe des Intervalls 
(0... 1), und endlich x eine Veränderliche, welche alle reellen, rationalen 
und irrationalen Zahlwerthe, die — 0 und — 1 sind, annehmen kann. so ist: 
x Ip, e)- 
Sind a und b zwei veränderliche Grössen von der Art, dass es möglich 
ist, dieselben eindeutig und vollständig einander zuzuordnen, haben, mit 
anderen Worten, ihre beiden Spielräume gleiche Mächtigkeit, so wollen wir 
a und b einander äquiealent nennen und dies durch eine der beiden Formeln 
acob oder bcva 
ausdrücken. Nach dieser Definition der Aequivalenz zweier veränderlichen 
Grössen folgt leicht, dass a © a; ferner dass, wenn a Co b und bo. e, 
alsdann auch immer a cv e ist. 

In der folgenden Untersuchung wird der nachstehende Satz, dessen 
Beweis wir wegen seiner Einfachheit übergehen dürfen, an verschiedenen 
Stellen zur Anwendung kommen: 

(E.)) „Ist a, a’, ..., a”, ... eine endliche oder unendliche Reihe 
von Veränderlichen oder Constanten, welche paarweise keinen 
Zusammenhang haben, 5b’, 5b", ..., 5’, ... eine andere Reihe von 

derselben Beschaffenheit, entspricht jeder Veränderlichen a” der 
ersten Reihe eine bestimmte Veränderliche 5’ der zweiten und 
sind diese entsprechenden Veränderlichen stets einander äquivalent, 
d.h. ist: a®”’ oo b®), so ist auch immer 


acv b, 
wenn 


und 


8. 4. 
Unsere Untersuchung ist nun so weit getührt, dass es uns nur noch 
auf den Beweis des Satzes (D.) in $. 3 ankommt. Um zu diesem Ziele 
Journal für Mathematik Bd. ULXXXIV. Heft? u. 3. 32 
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zu gelangen, gehen wir davon aus, dass die sämmtlichen rationalen Zahlen, 
welche >0 und <= 1 sind, sich in der Form einer einfach unendlichen Reihe: 


an Fa EEE En FE 
mit einem allgemeinen Gliede g, schreiben lassen. Dies lässt sich am 


c 


einfachsten wie folgt darthun: Ist 2 die örreductible Form für eine ratio- 


nale Zahl, die = O0 und — 1 ist, wo also p und q ganze, nicht negative Zahlen 
mit dem grössten gemeinschaftlichen Theiler 1 sind, so setze man p+q=N. 


is gehört alsdann zu jeder Zahl ” ein bestimmter, ganzzahliger, positiver 


Werth von N, umgekehrt gehört zu einem solehen Werthe von N immer 


* u r > rv “ r ) [} 
nur eine endliche Anzahl von Zahlen 7: Werden nun die Zahlen in 


einer solchen Reihenfolge gedacht, dass die zu kleineren Werthen von N 
eehörigen denen vorangehen, für welche N einen grösseren Werth hat, dass 
n . r ) Bi .; . 

ferner die Zahlen Eu; für welehe N einen und denselben Werth hat, ihrer 


(zrösse nach einander folgen, die grösseren auf die kleineren, so kommt 


. r ) . E . . u 
jede der Zahlen -"- an eine ganz bestimmte Stelle einer einfach unend- 


lichen Reihe, deren allgemeines Glied mit , bezeichnet werde. Dieser 
Satz kann aber auch aus dem s. Z. von mir*) gebrachten geschlossen 
werden, wonach der Inbegriff. (0) aller reellen algebraischen Zahlen sich 
in der Form einer unendlichen Reihe: 


W;,, wW,, . . .s W,, 


mit dem allgemeinen Gliede ®, auffassen lässt; diese Eigenschaft des In- 
begriffes (w) überträgt sich nämlich auf den Inbegriff aller rationalen Zahlen, 


die =0 und = 1, weil diese Mannigfaltigkeit ein Theil von jener ist. Sei 


nun e die im Satze (D.) vorkommende Veränderliche, welche alle reellen 
Zahlwerthe des Intervalles (0...1) anzunehmen hat, mit Ausnahme der 
Zahlen %,. 

Man nehme ferner im Intervalle (0... 1) irgend eine unendliche Reihe 
irrationaler Zahlen &, an, welche nur an die Bedingungen gebunden ist, 


dass allgemein e, <e,,, und dass lime,=1 für »= x; beispielsweise sei 
Y2 


u dr 


*) Man vergleiche: @. Cantor, „Ueber eine Eigenschaft des Inbegriffes aller reellen 
algebraischen Zahlen‘, dieses Journal, Bd. 77, 8. 258 f. 
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Man bezeichne mit f eine Veränderliche, welche alle reellen Werthe 
des Intervalles (0... 1) annehmen kann, mit Ausnahme der Werthe &,, mit 
g eine andere Veränderliche, welche alle reellen Werthe des Intervalles 
(0... 1) anzunehmen hat, mit Ausnahme der &, und der g,. 
Wir behaupten, dass: 
en f. 
In der That ist nach der Bezeichnungsweise des $. 3: 


Sale | 
ee == ‚9; €, |, 


f= 19 9) 
und da g Co 95 &, CO ,, $o schliessen wir nach Satz (E.) dass: 
ecvf. 

Der zu beweisende Satz (D.) ist daher zurückgeführt auf folgenden Satz: 
(F.) „Eine Veränderliche f, welche alle Werthe des Intervalles 
(0...1) annehmen kann, mit Ausnahme der Werthe einer gege- 
benen Reihe &,, welche an die Bedingungen gebunden ist, dass 
e,<e,,, und dass lime,=1 für v= x, lässt sich eindeutig und 
vollständig einer Veränderlichen z zuordnen, welche alle Werthe 
—( und —=1 anzunehmen hat; es ist, mit anderen Worten fox. 


$. 5. 
Den Beweis von (F.) gründen wir auf die folgenden Sätze (G.), 

(H.), (J.): 

(G.) „Ist y eine Veränderliche, 
welche alle Werthe des Inter- 
valles (0... 1) mit Ausnahme 
des einen O0 anzunehmen hat, 
x eine Veränderliche, welche 
alle Werthe des Intervalles 
(0...1), ohne Ausnahme erhält, 
so ist: 


r 


| 


yco ze" 
Der.Beweis dieses Satzes (G.) wird 
am einfachsten durch die Betrachtung 
nebenstehender Curve geführt, deren 
Abseissen von O aus die Grösse x, 
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deren Ordinaten die Grösse y repräsentiren. Diese Curve besteht aus den 
unendlich vielen einander parallelen, mit ins Unendliche wachsendem v 
unendlich klein werdenden Strecken: 


ab, ab, ... ar, 














und aus dem isolirten Punkte ce, welchem sich jene Strecken asymptotisch 
nähern. Hierbei sind aber die Endpunkte a, a‘, ..., a”, ... als zur Curve 
gehörig, dagegen die Endpunkte b, b’, ..., DB, ... als von ihr ausge- 
schlossen zu betrachten. 

Die in der Figur vertretenen Längen sind: 


Op=pe=1: Ob=bp=-0a=t; 
nn m ne 1 
G) Io) — ANDI AO) _ — nn 
a d ze d b nen b,_,b, u ar+l 
Man überzeugt sich, dass während die Abseisse x alle Werthe von 0 bis 
1 annimmt, die Ordinate y alle diese Werthe mit Ausschluss des einen 
Werthes 0 erhält. 
Nachdem auf diese Weise der Satz (G.) bewiesen ist, erhält man 
zunächst durch die Anwendung der Transformationsformeln: 














ga 2—a A E ..0 
a = u 











die folgende Verallgemeinerung von (G.): 

(H.) „Eine Veränderliche z, welche alle Werthe eines Intervalles 
(@...?), wo «>, mit Ausnahme des einen Endwerthes « an- 
nehmen kann, ist äquivalent einer Veränderlichen z, welche alle 
Werthe desselben Intervalles (@...P) ohne Ausnahme erhält.“ 

Von hier aus gelangen wir zunächst zu folgendem Satze: 

(J.) „Ist w eine Veränderliche, welche alle Werthe des Intervalles 
(@...3) mit Ausnahme der beiden Endwerthe « und P desselben 
anzunehmen hat, « dieselbe Veränderliche wie in (H.), so ist: 






































vw CD u. 


In der That: es sei y irgend ein Werth zwischen «@ und ?; man 
",aw' und z ein. 

z sei dieselbe Veränderliche wie in (H.), ©’ nehme alle Werthe des 
Intervalles («@...y) an, mit Ausnahme der beiden Endwerthe @ und y; w” 


erhalte alle Werthe des Intervalles (y... 5) mit Ausnahme des einen End- 





führe hülfsweise vier neue Veränderliche «', w 
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werthes £, «’ sei eine Veränderliche, welche alle Werthe des Intervalles 
(y...ß) mit Einschluss der Endwerthe anzunehmen hat. 
Es ist alsdann: 


( ' | a 


vo = !w, w|\, 


| 
= jJw, «!. 
In Folge des Satzes (H.) ist aber: 
we" cv wu; 
wir schliessen daher, dass: 
w DD 2. 
Nach Satz (H.) ist aber auch: 
3 Vu; 
folglich hat man auch: » Co a, womit Satz (J.) bewiesen ist. 
Nun können wir den Satz (F.) wie folgt beweisen: 
Indem wir auf die Bedeutung der Veränderlichen f und z in der 
Ankündigung des Satzes (F.) verweisen, führen wir gewisse Hülfsver- 
änderliche: 


; > ..r ae 


' IV 2 
er 


und 


ein, und zwar seien: 

f eine Veränderliche, welche alle Werthe des Intervalles (0... e,) 
mit Ausnahme des einen Endwerthes &, erhält, f"? für »>1 eine Ver- 
änderliche, die alle Werthe des Intervalles (&,_,...8,) mit Ausnahme der 
beiden Endwerthe &,_, und e, anzunehmen hat; x” sei eine Veränderliche, 
welche alle Werthe des Intervalles (&,_,... &,) ohne Ausnahme erhält. 

Fügt man zu den Veränderlichen f’, f", ... f”, ... noch die con- 
stante Zahl 1, so haben alle diese Grössen zusammengenommen denselben 
Spielraum wie f, d.h. man hat: 


EEE on ER 
Kbenso überzeugt man sich, dass: 
a ee TER, + 1]. 


Dem Satze (J.) zufolge ist aber: 





(2 \ ?v). 
f ” DD 2" : 
ferner ist: 
REITER, or 
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daher ist. wegen des Satzes (E.) $. 3: 


fwe, 
w. z. b. w. 


8. 6. 


Ich will nun für den Satz (D.) noch einen kürzeren Beweis geben: 
wenn ich mich auf diesen allein nicht beschränkt habe, so geschah es aus 
dem Grunde, weil die Hülfssätze (F.), (G.), (H.), (J.), welehe bei der 
complicirteren Beweisführung gebraucht wurden, an sich von Interesse sind. 

Unter x verstehen wir, wie früher, eine Veränderliche, welche alle 
reellen Werthe des Intervalles (0...1), mit Einschluss der Endwerthe, an- 
zunehmen hat, e sei eine Veränderliche, welehe nur die irrationalen Werthe 
des Intervalles (0...1) erhält; und zu beweisen ist, dass = cv e. 

Die rationalen Zahlen 0 und = 1 denken wir uns, wie in $. 4, 


in Reihenform mit dem allgemeinen Gliede p,, wo v die Zahlenreihe 
1, 2, 3, .... zu durchlaufen hat. Ferner nehmen wir eine beliebige un- 
endliche Reihe von lauter irrationalen, von einander verschiedenen Zahlen 
des Intervalles (0...1) an; das allgemeine Glied dieser Reihe sei n,. 


(z. B.n,= S 


Unter h verstehe man eine Veränderliche, welche alle Werthe des 
Intervalles (0...1) mit Ausnahme der y, sowohl, wie der 7, anzunehmen hat. 
Nach der in $. 3 eingeführten Symbolik ist alsdann: 


1) ei mn Al 
und 
e=|h n|. 


Die letzte Formel können wir auch wie folgt schreiben: 


(2.) e = ‚h, Nv-15 N, I. 


Bemerken wir nun, dass: 
hcvh; n,W nv-13 9% DVD m 


und wenden auf die beiden Formeln (1.) und (2.) den Satz (E.) 8.3 an, 
so erhalten wir: 


z (Ve; 


En ER SERURRL EVA I IN WERE 
LEN RER DER 


EEE” 
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Es liegt der Gedanke nahe, zum Beweise von (A.) an Stelle des 
von uns benutzten Kettenbruches die Darstellungsform des unendlichen 
Deeimalbruches zu wählen; obgleich es den Anschein haben könnte, dass 
dieser Weg schneller zum Ziele geführt haben würde, so bringt derselbe 
trotzdem eine Schwierigkeit mit sich, auf welche ich hier aufmerksam 
machen will; sie war der Grund, weshalb ich auf den Gebrauch der Deei- 
malbrüche bei dieser Untersuchung verzichtet habe. 

Hat man beispielsweise zwei Veränderliche z, und x, und setzt: 


= 4 +40 
u 0 tr 
3 ß ß 
171 2 v 
u Tau | Se 
A FTgtrtetrtret 
mit der Bestimmung, dass die Zahlen «,, ?, ganze Zahlen — O0 und 4 


werden und nicht von einem gewissen v an stets den Werth 0 annehmen 
(ausgenommen wenn x, oder x; selbst gleich Null sind), so werden diese 
Darstellungen von z,, ©, in allen Fällen eindeutig bestimmt sein, d.h. z, 
und x, bestimmen die unendlichen Zahlenreihen «, und 2,, und umgekehrt. 
Leitet man nun aus x, und &, eine Zahl: 


= 


Yr .. Ir ... 
tt ++ 


10° 107 
her, indem man setzt: 


MHz: Yu =P, für v=l,2,... w, 
so ist hiermit eine eindeutige Beziehung zwischen dem System z,, x, und 
der einen Veränderlichen £ hergestellt; denn nur ein einziges Werthsystem 
T,, 2, führt zu einem gegebenen Werthe von £. Die Veränderliche £ nimmt 
aber, und dies ist der hier zu beachtende Umstand, nicht alle Werthe des 
Intervalles (0...1) an, sie ist in ihrer Veränderlichkeit beschränkt, während 
x, und x, keiner Beschränkung innerhalb desselben Intervalles unterworfen 
werden. 
Alle Werthe der Reihensumme: 


r a 
io tet rot" 


bei welchen von einem gewissen v >1 an alle 7,_, oder alle y,, den 
Werth Null haben, müssen als von dem Veränderlichkeitsgebiet von £ aus- 
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geschlossen angesehen werden, weil sie auf ausgeschlossene, nämlich end- 
liche Decimalbruchdarstellungen von x, oder x, zurückführen würden. 

























$. 8. 

Nachdem in den vorangehenden Paragraphen die beabsichtigte Unter- 
suchung zu Ende geführt ist, mögen zum Schlusse einige erweiternde Be- 
merkungen Platz finden. Der Satz (A.) und demgemäss der Satz (B.) sind 
einer Verallgemeinerung fähig, wonach auch stetige Mannigfaltigkeiten von 
einer unendlich grossen Dimensionenzahl dieselbe Mächtigkeit haben. wie 
stetige Mannigfaltigkeiten von einer Dimension; diese Verallgemeinerung 
ist jedoch wesentlich an eine Voraussetzung gebunden, dass nämlich die 
unendlich vielen Dimensionen selbst eine Mannigfaltigkeit bilden, welche 
die Mächtigkeit der ganzen positiven Zahlenreihe hat. 

An Stelle des Satzes (A.) tritt hier der folgende: 

(A’) „It ©, 2, -.., Zus». . eine einfach unendliche Reihe von 
einander unabhängiger, veränderlicher, reeller Grössen, von (\enen 
jede alle Werthe, die —0 und 1 sind, annehmen kann, und ist 
t eine andere Veränderliche mit dem gleichen Spielraume (01-1) 
wie jene, so ist es möglich, die eine Grösse ? dem Systeme der 
unendlich vielen x&,. z2;, 
zuzuordnen.“ 

Dieser Satz (A’.) wird mit Hülfe des Satzes (D.), $. 3 zurückgeführt 
auf den folgenden: 


., Zys ».. eindeutig und vollständig 


(U) „Ist &, &, ».., &,, ».. eine unendliche Reihe von einander 
unabhängiger veränderlicher Grössen, von denen jede alle irratio- 
nalen Zahlwerthe des Intervalles (0...1) annehmen kann und ist 
d eine andere irrationale Veränderliche mit dem nämlichen Spiel- 
raum, so ist es möglich die eine Grösse d dem Systeme der un- 
endlich vielen Grössen &,, &, ..., @,, .. . eindeutig und vollständig 
zuzuordnen.“ 

Der Beweis von (U) geschieht am einfachsten, indem man unter 
Anwendung der Kettenbruchentwickelung, wie in $. 2, setzt: 


e „= (Qui; 1,23 ...,. Üuvs ...) für “1, 2, on. 80, 


‘ 


d == (Pi. 2, .... Pi > ne 


und zwischen den ganzen positiven Zahlen « und 5 den Zusammenhang 
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herstellt: 


wo 
(wtrr Nut) 


A=yu 
u+ > 
(u +r—I)(u+v—2) 
2 
die bemerkenswerthe Eigenschaft. dass sie alle positiven ganzen Zahlen 


Es hat nämlich die Funetion u + ,‚ wie leicht zu zeigen. 
und jede nur einmal darstellt, wenn in ihr « und » unabhängig von ein- 
ander ebenfalls jeden positiven. ganzzahligen Werth erhalten. 

Mit dem Satze (A’.) scheint aber zugleich die Grenze erreicht zu 
des Satzes (A.) und seiner 


\ 


sein. bis zu welcher eine Verallgemeinerung 
Folgerungen möglich ist. 

Da auf diese Weise für ein ausserordentlich reiches und weites Ge- 
biet von Mannigfaltigkeiten die Eigenschaft nachgewiesen ist. sich eindeutig 
und vollständig einer begränzten, stetigen Geraden oder einem Theile der- 
selben (unter einem Theile einer Linie jede in ihr enthaltene Mannigfaltig- 
keit von Punkten verstanden) zuordnen zu lassen. so entsteht die Frage. 
wie sich die verschiedenen Theile einer stetigen geraden Linie, d. h. die 
verschiedenen in ihr denkbaren unendlichen Mannigfaltigkeiten von Punkten 
hinsichtlich ihrer Mächtigkeit verhalten. Entkleiden wir dieses Problem 
seines geometrischen Gewandes und verstehen, wie dies bereits in $.3 aus- 
einandergesetzt ist. unter einer Öinearen Mamnigfaltigkeit reeller Zahlen jeden 
denkbaren Inbegriff unendlich vieler, von einander verschiedener reeller Zahlen. 
so fragt es sich in wie viel! und in welche Klassen die linearen Mannigfaltig- 
keiten zerfallen, wenn Mannigfaltigkeiten von gleicher Mächtigkeit in eine und 
dieselbe Klasse, Mannigfaltigkeiten von verschiedener Mächtigkeit in ver- 
schiedene Klassen gebracht werden. Durch ein Induetionsverfahren. auf 





dessen Darstellung wir hier nicht näher eingehen, wird der Satz nahe xze- 
bracht, dass die Anzahl der nach diesem Eintheilungsprineip sich ergebenden 
Klassen linearer Mannigfaltigkeiten eine endliche und zwar, dass sie gleich 
zwei Ist. 
Darnach würden die linearen Mannigfaltigkeiten aus zwei *) Klassen 
*) Dass diese beiden Klassen in Wirklichkeit verschieden sind, folgt aus dem in 
$.2 der vorhin eitirten Arbeit (Dieses Journal Bd. 77 S. 258 f.) bewiesenen Satze, 
wonach, wenn eine gesetzmässige, unendliche Reihe w, ®,, ..., @,, ... vorliegt. 


stets in jedem vorgegebenen Intervalle («@...9) Zahlen n gefunden werden können. 
welche nicht in der gegebenen Reihe vorkommen. 
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bestehen, von denen die erste alle Mannigfaltigkeiten in sich fasst, welche 
sich auf die Form: funetio ips. v (wo v alle positiven ganzen Zahlen 
durchläuft) bringen lassen; während die zweite Klasse alle diejenigen 
Mannigfaltigkeiten in sich aufnimmt, welche auf die Form: funetio ips. & 
(wo x alle reellen Werthe 0 und — 1 annehmen kann) zurückführbar 
sind. Entsprechend diesen beiden Klassen würden daher bei den unend- 
lichen linearen Mannigfaltigkeiten nur zweierlei Mächtigkeiten vorkommen; 
die genaue Untersuchung dieser Frage verschieben wir auf eine spätere 
(relegenheit. 


Halle a. S., den 11. Juli 1877. 
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Ueber die Steinersche Verallgemeinerung des Mal- 
fattischen Problems. 
(Von Herrn W. Godt in Lübeck.) 


Die folgenden Zeilen enthalten eine Betrachtung der Steinerschen 
Verallgemeinerung des Malfattischen Problems, entsprungen aus der Leetüre 
des Aufsatzes von Herrn Schröter, dieses Journal Bd. 77, woselbst Lite- 
raturnachweise gegeben sind. Es wird ein rein geometrischer Beweis von 
Steiners Construction geliefert, der hoffentlich einigermassen natürlich er- 
scheinen wird. 

Dem elementaren Charakter der Beweisführung schien es ange- 
messen, dass einige Bemerkungen erinnerungsweise vorausgeschickt würden. 
Ausser der Mamnigfaltigkeit der Fälle bleibt auch die Vieldeutigkeit der 
Aufgabe unberücksichtigt. Der Leser wird, wo von Aehnlichkeitspunkten 
oder Potenzkreisen ete. schlechthin gesprochen wird, leicht den gemeinten 
erkennen. 

Il. Zwei Kreise bestimmen einen Büschel, drei ein Netz von 
Kreisen. 

Alle Kreise des Netzes werden von dem Orthogonalkreise der 
gegebenen rechtwinklig geschnitten. Kreise des Netzes, die durch einen 
Punkt gehen, gehören einem Büschel an, haben also noch einen gemein- 
samen Durehsehnittspunkt. 

Zwei beliebige Schnittpunktepaare von Kreisen des Netzes liegen 
wieder auf einem Kreise des Netzes. 

Das Netz dreier Kreise fällt zusammen mit der Gesammtheit der 
Kreise, die ihren Orthogonalkreis rechtwinklig schneiden. 

Die Gesammtheit der Kreise, die zwei gegebene unter gleichen 
Winkeln schneiden, zerfällt in zwei Netze, deren Orthogonalkreise die Po- 
tenzkreise der gegebenen sind. 

Beide Netze haben einen Kreisbüschel gemein, der den ganzen Büschel 
der gegebenen rechtwinklig schneidet. 

Die Gesammtheit der Kreise, die drei gegebene unter gleichen 
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Winkeln schneiden, zerfällt in vier Büschel, die alle den Orthogonalkreis 
der gegebenen enthalten, jeder Büschel ist rechtwinklig zu einer Gruppe 
von drei Potenzkreisen der gegebenen, die selbst einen Büschel bilden. 
Zwei Büschel, die je eine Gruppe von drei Kreisen eines Netzes 
gleichwinklig schneiden, werden, weil sie beide den Orthogonalkreis ent- 
halten, gleichzeitig von einem Kreise des Netzes rechtwinklig geschnitten. 
II. Hat man drei Kreise r,2,r;, die sich gegenseitig berühren, und 
werden 2,2, noch von einem Kreise a,. z,r7, noch von einem Kreise «a, 
berührt, so legen wir einen Kreis g, durch die vier Punkte, in denen a, 
und x, von =, und x, berührt werden und einen Kreis g, durch die vier 
Punkte, in denen a, und x, von x, und &, berührt werden. Dann haben 
g, und 9 ausser dem Berührungspunkte von x, und x, noch einen weiteren 
Schnittpunkt P. Transformirt man von diesem aus die Figur durch reei- 
proke Radien, so entsteht eine neue, in der g, und g, gerade Linien sind. 
Fig. 1. Hier sind die in «, und @, nach den 
Berührungspunkten mit x, gezogenen 
Radien der Centrale von x, und x, pa- 
rallel und gehören daher einem Durch- 


2 . . 
S N N messer von x, an. Ferner ist der Radius 
Ä _-N/\ % 2. 

; MS / von z,, der nach dem Berührungspunkte 
PB $ mit x, geht, der Centrale von a, und x, 

\ . \ ‚ 
ww a‘ parallel und deshalb gleich der Summe 

p m, N J2 ,..® ‚ 
q 38 a, der Radien von a,, x, und z.. Da man 
7 


aber ebenso einen Radius von z, gleich 

der Summe der Radien von a,, x, und x, findet, so sind die Kreise «, und 
a, einander gleich. Es ist also ihr Potenzkreis gerade und parallel der 
gemeinsamen Tangente von x, und x, in ihrem Berührungspunkte. 

Transformirt man nun zurück, so findet man: der Potenzkreis von a, 
und a, geht durch den Schnittpunkt P von g, und 9, und wird daselbst von 
einem Kreise m, des Büschels &, 2, berührt. 

Andere Beziehungen der Figur werden hier nicht benutzt. Der erste 
Theil des Satzes ist von Herrn Schröter a. a. Ö. gegeben. 

III. Hat man wie im vorigen Satze drei Kreise x und drei Kreise 
s, die respective den Büscheln der x angehören und selbst einen Büschel 
bilden. so dass zwei von ihnen willkürlich sind, und construirt man zwei 
Kreise fi und a, so, dass sie sich einander und ausserdem f, die Kreise 
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s, und s; gleichartig mit z,, a, die Kreise &, und z, berühren, so liegt der 
Berührungspunkt von f, und a, auf s.. 

Transformirt man nämlich die Figur von einem Schnittpunkte der s 
durch reeiproke Radien, so werden die s 
gerade Linien. Nun geht s, durch den ' | 
Schnittpunkt gleichartiger Tangenten, d.i. | | / 
einen ÄAehnlichkeitspunkt von z, und fi: P-2 
ferner weil es Potenzlinie der Kreise z, und N “3 


Fig. 2. 


„N 


x, ist, durch einen Aehnlichkeitspunkt von 
x, und a,; daher geht es auch durch einen | + 
Aehnlichkeitspunkt von a, und fi. näm- \ 
lich den Berührungspunkt, womit die Be- 5 x; 
hauptung erwiesen ist. 
IV. Es seien gegeben drei Kreise a. 4% 

Denken wir uns nach Forderung der Mal- 
fattischen Aufgabe die Kreise z gefunden und die Potenzkreise p der a 
sowie nach Il. die Kreise g und m gezogen. Der Kreis g, schneidet 
a, und z,, mithin nach II. auch m, und p,, m, und p, alle unter demselben 
Winkel, ebenso g, die Kreise &,2,m,p,m,p,. Nach I. giebt es daher einen 
Kreis g;, im Netze der a, der die beiden Kreisbischel rechtwinklig schneidet, 
die respective mit g, und 9 gleichartig die Gruppen der Kreise a, p; 
und @&p,p; gleichwinklig schneiden. Dieser Kreis g, ist construirbar. Da 
er insbesondere g,, 9, und m, rechtwinklig schneidet, so entsteht aus p,, wenn 
man diesen Kreis über q; transformirt, ein Kreis s,, der dem Büschel von 
x, und m, angehört. 

Hieraus ergiebt sich eine Construction, die aus Verallgemeinerung 
der Schröterschen Analyse a. a. O. entstanden ist. 

V. Steiner könnte dagegen zu seiner Construction auf folgendem 
Wege gekommen sein. 


Denken wir uns wieder die a gegeben, die x gefunden, so kann man 
nach Anleitung von Ill. die Kreisgruppen s und f auf mannigfache Weise 
anbringen und durch geeignete Wahl der s die f und so aus diesen wieder 
jene bestimmbar zu machen suchen. Nun kann man zwei s beliebig, also 
senkrecht zum gemeinsamen Orthogonalkreis r der a annehmen, wobei auch 
der dritte Kreis s rechtwinklig zu r wird. So schneidet nun r die drei 
Kreise s,.s, und a, rechtwinklig, dieselben drei werden aber von g, nach 11. 
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gleichwinklig geschnitten und von f nach Construction berührt, mithin ge- 
hören r, £ und g, demselben Kreisbüschel an, der nach dem in II. und IV. 
Krörterten auch p, und p, mit s,sa, unter gleichem Winkel schneidet. Es berührt 
also f, auch p, und p.. Damit ist f, bestimmt und Steiners Construction abgeleitet. 

Hierbei sind die mit s bezeichneten Kreise dieselben wie in IV. 
Zum Nachweise genügt es zu zeigen, dass die in IV. benutzten s recht- 
winklig zu r sind. Es ist aber g, nach I. rechtwinklig zu r, und da s; 
aus p, über g; transformirt ist, schneidet s; auch r unter demselben Winkel, 
wie p, es thut, das ist unter einem rechten. 

VI. Resultate. 

Aufgabe. Zu den Kreisen a drei andre x zu finden, die sich gegen- 
seitig und je zwei a berühren. 

Lösung Steiners. Uonstruire drei Potenzkreise p der a, die einen Büschel 
bilden. p, zu & und a, gehörig ete. Uonstruire einen Berührungskreis fı 
zu a,, p und p,. analog auch £& und f.. 

Construire einen Kreis s,, der 5; und f, berührt und durch den Berührungs- 
punkt von f, mit a, geht. Dieser berührt die gesuchten Kreise x, und r;. 

Lösung nach Schröter. Uonstruire die p wie vorhin. Suche das 
Schnittpunktepaar der Potenzkreise von a,9p; und das der Potenzkreise 
von &p,p; und lege durch beide Paare den Kreis g. Transformire p, über 
9 in 5, so berührt s; die gesuchten x, und z.. 

Fügt man zu der Figur mit den Kreisen apfgqsz noch die folgenden 
hinzu: den Orthogonalkreis r der a, die Kreise g durch je die 4 Punkte, in 
denen a, und x, von den übrigen z berührt werden: und die m, die je 
durch die Schnittpunkte zweier g gehen und die gleichnamigen x berühren, 
so sind folgende Beziehungen hervorzuheben: 

Zwei Kreise g schneiden sich auf einem Kreise p, und dieser wird 
im Schnittpunkte vom gleichnamigen m berührt. Die Kreise apgs gehören 
demselben Netze an. Es gehören je zu einem Büschel: 

Die Kreise p, die Kreise m, die Kreise s, die gleichnamigen pgs, 
wobei q der Potenzkreis der beiden anderen ist, der Kreis r mit je zwei 
oleiehnamigen f und g. 

Ein Büschel der letzten Art wird von 5 Kreisen der Figur, nämlich 
dem gleichnamigen a und den ungleiehnamigen p und s unter gleichen 
Winkeln geschnitten. Zwei Büschel dieser Art haben zum gemeinsamen 
Orthogonalkreis das dritte q. 
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Dass die m einen Büschel bilden, ergiebt sich, wenn die Figur von 
einem Schnittpunkte von m, und m, aus transformirt wird. Es werden dann 
diese beiden Potenzlinien nicht nur zu den x sondern auch zu den g; also 
geht die dritte Potenzlinie der x durch den Schnittpunkt von m, und m, 
und gleicherweise die dritte Potenzlinie der g. Beide Potenzlinien haben 
aber noch den Berührungspunkt von z, und z,. weil er zugleich Schnitt- 
punkt von g, und g, ist, gemein, müssen also identisch und aus m, trans- 
formirt sein. 


Lübeck, im Mai 1877. 






















Ueber die Wurzeln der Fundamentalgleichung, die zu 
einem singulären Punkte einer linearen Differential- 
gleichung gehört. 


(Von Herrn Hamburger.) 


I. der Abhandlung „Ueber ein Prineip zur Darstellung des Ver- 
haltens mehrdeutiger Funetionen ete.“ (dieses Jourmal Bd. 83 p. 185 ff.) ist 
folgender Satz bewiesen worden: 

Ist der Nullpunkt der z-Ebene ein singulärer Punkt einer linearen 
homogenen Differentialgleichung »te Ordnung in y, deren Üoefficienten ein- 
deutige Funetionen von x sind, so bringe man vermöge der gegebenen 
Differentialgleichung sämmtliche Ableitungen von y, nach logx genommen, 
auf die Form: 


d’logy h R dy . de-! y 
(dlogz)” yıla)yrpi®) dlogr " rpm (dloge)"-! ' 


wo die g rational aus den Coefficienten der Differentialgleichung zusammen- 
gesetzt sind, und setze 


N 
(1.) u, et le) 
0 


x 


(2nı)” 
1) 


unter x, einen Werth von x verstanden, dessen absoluter Betrag x, der 
x 

Bedingung 

0 < 2, <oe”” 

genügt, falls ge den Abstand des Nullpunktes von dem ihm zunächst ge- 
legenen singulären Punkte bedeutet. Alsdann geht das System von parti- 
eulären Integralen y,...y,, welches dadurch definirt ist, dass für = x, die 
Anfangswerthe 


dy d"-'y 
== Ein ti ) > J1 = 
y-l dlogr (dlogz)"-' 
dy, ae N 
Busa ) _— Zus Er — — () 
9: dlog x 1 (dlogz)"-" 
n—1 
y„=0 „ 0 ed 


dlogr "  (dloge)"-' 
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; gelten, nach einem positiven Umlauf um den Nullpunkt in das System 
| (2.) Yyı = a,Yyı +" +a.Y,> ... M}=AıYyı tt 9,.Y 
E über, und die Gleichung. welche nach Herrn Fuchs die zum Nullpunkte ge- 
j hörige Fundamentalgleichung genannt wird. lautet: 
‚d,ımW@ A Ayı 
| a ) Ad) — () a a ) 
En 17 " 2. =. 
| . 
| Aın An Ayn w 
{ 
Während die Grössen a,, sich mit x, ändern, sind die Wurzeln w,...w, der 
| i. Gleichung (3.) von z,, so lange dieser Werth innerhalb des vorgeschriebenen 


Bereiches liegt, unabhängig. 


| Es soll hier nunmehr gezeigt werden, dass man die Summen gleich 


hoher Potenzen 
stellen kann. 


dieser Wurzeln 


direet durch convergente lteihen dar- 


Denkt man sich nämlich den Punkt x, in soleher Lage. dass 


0 < 


— Tu oe , 


hat, so folgt 








wo 4 eine positive ganze Zahl bedeutet, so kann man die Werthänderungen 
des Systems der Integrale y, nach 4 positiven oder negativen Umläufen 
um den Nullpunkt dadurch erhalten, dass man in den Gleichungen (2.) als 
Substitutionseoeffieienten Grössen a#‘ einführt, die aus a,, hervorgehen, indem 
man in den Ausdrücken (1.) für dieselben bez. +24ni statt 2ni substituirt 
(l. e. p. 190). Die Wurzeln derjenigen Gleichung, die aus (3.) dureh diese 
Substitution hervorgeht, sind offenbar die + Aten Potenzen der Wurzeln der 
Gleichung (3.), und da ihre Summe den Werth 


—Unı 





at’ +ai? +... +ar 


++ +W, 
x | | 1:5 (ii 
| — S Ipr (a) + (a) + + pn” (zu)! PT u 
f x—ı ° 
(4.) \ —/ —/ ' 2 
wo +90, +'7%, 
Fi —— > in , (Uni) 
Es | . 2 ‚Pı (a) + yo) u uch a 2" (zu) r u 
3 x —ıU . 
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wo die Ausdrücke auf der rechten Seite, innerhalb des oben angegebenen 
Bereichs von xz,, gegen von x, unabhängige Werthe convergiren. Dass 
die Gleichungen (4.) auch für A=0 gültig bleiben, erhellt, wenn man 
beachtet, dass für jedes x 

yıla)=zp'la)= = (a)=1 


ist. Aus den Ausdrücken für die Potenzsummen lassen sich die Üoef- 
fiecienten der nach Potenzen von ® entwickelten Gleichung (3.) in be- 
kannter Weise berechnen. 


Berlin, September 1877. 
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Zur Theorie der Bernoullischen Zahlen. 


Auszug aus einem Schreiben an Herrn Borchardt. 


(Von Herrn Stern in Göttingen.) 


Is: B, die n!® Bernoullische Zahl. (m), der »te Binomialeoeffieient 
der Potenz m und setzt man 


DB, = Ati + tt 
wo A, eine ganze Zahl ist und «@, ?, ... A die sämmtlichen Primzahlen 
bedeuten, die so beschaffen sind, dass Ju rei nr u Divisoren 
von » sind, so hat man, wie Herr Hermite gezeigt hat (Bd. S1 pag. 94 


Ä 


dieses Journals) die merkwürdige Relation 


(«.) (Zn +1), A, +(2Rr+1),A;+--+(2n+1),A, = I1-n—- 2"1_-ES, 
wo 
Y 1 -) n .) 4 > r 
S, a ) k N + 1 'p-1 un un u: 1 2, ar (zn +1 3» 3 “ » ha 


und das Summenzeichen sich auf alle ungeraden Primzahlen p bezieht. 
welche nieht grösser als 2»+1 sind. Herr Hermite geht hierbei von der 
bekannten (Moieresehen) Formel aus. welehe man in der Form 


(1) (2r +1), B,+(-1)"""(2n +1), B,_, +: —ı 2n+1)„"Bitn = 4 
schreiben kann. Verbindet man diese Formel mit der folgenden 
(—1)"(2n +2), B,+ (— 1)" (2n+2),B,_1+:—(2n+2,2n)B,+n = 0. 


welche Jacobi in wenig veränderter Form gegeben hat (Bd. 12 pag. 265 
dieses Journals) durch Subtraetion. und berücksichtigt. dass 
(m+1),,,— (m), = (mi,... 


so ergiebt sich 


(-1)”""(2Rr +1» B,+(- 1” (2n+1),B, , +: +(2n+1),B, = 


we 
” 


wofür man auch 


(2n +1\,B,—(2»n+1),B,+---+(—1)"H"(2n+1),,_,B, = ! 


n 2 


schreiben kann. 
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Legt man diese letztere Formel zu Grunde und befolgt im Uebrigen 

genau das von Herrn Hermite angegebene Verfahren, so erhält man eine 

andere Relation zwischen den Grössen A, die ihrer Form nach noch etwas 

einfacher ist, als die von Herrn Hermite bewiesene. Man findet nämlich 
(Zn+1),(Aı+ +35) 

\+ Rn + (A+4+4+Y 

























\ I. ) u . . . . F = f 
+(2n +1), (A,-+ 1444 ..) 

+4 =(. 
Bezeichnet man nun die Summe der Glieder dieses Ausdrucks, welche den 


\ 1 
Factor - enthalten, durch s,, so dass 


= Hl), + at y+ An+Dyot] 


so lässt sich leicht zeigen, dass s, eine ganze Zahl ist. Betrachtet man 
nämlich zuerst den Ausdruck 
o, = (2n+2),_ı+(2Rr+2),-2+(2Rr+2),3+:'", 
so findet man, dass o, nach dem Modul p entweder = 0 oder =1 ist, je 
nachdem p—1 kein oder ein Factor von 2r-+2 ist. Im ersten Falle bleibt 
die Beweisführung, durch welche Herr Hermite zeigt, dass S,= 0 (mod.p), 
unverändert dieselbe. Im zweiten Falle sei 22+2=k(p—1), und es be- 
zeichne & die verschiedenen Wurzeln der Congruenz #"—-1=0 (mod. p), 
also die Zahlen 1, 2,... p—1, dann ist F(1+w)”'"==p—2. Andererseits ist 
=(1+-w)""" = p—l+(p-1)[(2Rr + 2),_,+(2R +2), + +(2Rr + 2)4r2]; 
mithin 
(2n +2), ,+(22a+2),.2+ + (2Rr He = l, 
oder da (2r +2)... =1. 
(2n +2), +(2Rr +2,24" +(2Rr +2 )ayon = 0. 

Nun ist 
(2n-+2),_,—-(2r+1),_,=(2r+1),_.; (2n+2),_.—(2r+1),.>=(2n+1),-; U.8. W. 
Ist also 22+2 nicht durch p—1 theilbar, so folgt aus 

(2Rr +2), +(2Rr+2),.. + = 0 
und 
(2ZRr+1l),_,+(@2Rr +Hl),..+ = (0, 
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dass auch 


(2n +1), .+(2Rr-+1),-3+°" 0. 
Ist 22+2 durch p—1 theilbar, so ist 
(2n-+2), +(2Rr +2), + +12 +2) I)(p—1) —— 0) 


und zugleich 
(2r-+1),-,+(2Rr +1)... + +(2Rr + Damon E 0, 
also auch 
(22 +1), + (2r +1),.,3+ + (2Rr +Dano-y-ı = 0. 


Jedenfalls ist also s, eine ganze Zahl. Bezeichnet &s, die Summe aller 
Ausdrücke, die man erhält, wenn man in s, statt p alle ungeraden Prim- 
zahlen setzt, die nicht grösser als 2+1 sind, so findet man aus (.) die 
Relation 

7) (@2a+1),A+(2r +1, A+.+(2n +) Ad, = - 2 I, 


Die Verbindung der zwei Relationen («.) und (y.) durch Subtraetion giebt 
dann noch die Relation 


in Ar n+1—2k 
u (2n +1), A; +... + (Zr+l)a_ı Art: 


n 
+ ; | 


(a —1)(2r +1), A,- 


RR 
2. (2r+1).A4. = 1-n+2s,—2S, 


Selbstverständlich gilt von s, dieselbe Bemerkung, welche Herr Hermite in 
Beziehung auf S, gemacht hat, dass nämlich der Ausdruck 


ZH (in Hi), , Anti) | ] 
der in s, übergeht, wenn man z=1 setzt, für jede Primzahl p, die nicht 
grösser als 2r»-+1 ist, eine ganze Zahl ist, sobald x eine solche ist. 


Göttingen, den 24. September 1877. 




















Auszug eines Schreibens an Herrn Stern über die 
„Verallgemeinerung einer Jacobischen Formel.“ 


(Von Herrn E. Lampe.) 


EEE Die pag. 216 dieses Bandes von Ihnen mitgetheilte Formel ist 
ein speeieller Fall einer allgemeinen Relation für die Summen der Potenzen 
aller ganzen Zahlen von 1 bis zu einer beliebigen Zahl r. 

Setzt man nämlich, unter # eine ganze Zahl verstehend, 

Ss.) = 1+2!+3+:..4 8, 
so ist bekamntlich: 


l : ) ) Ai ’ 
( m h 4 Der N „i BI f ı 3 ı 1 (\ a FERERER 
(1.): | 
|S(e-1) = -., 2'124 B,(1)@"-1BG)2 44 B,()e -- 
k ‚(ad .— ; | T 2 « a5 3 { 1 T 4 I2\3) I =; 6 3 5/7 


. . ” . r 4 ? N 
B,. B,. B,. ... bedeuten hierin die Bernoullischen Zahlen, das Symbol fr) 


Fe Ge —1.. tt 
die Zahl 123.4 


Die zweite der Formeln (1.) unterscheidet sich von der ersten nur 
dureh das Vorzeichen von 4x‘. Für ein ungerades i, ausgenommen i=1, 
schliessen die reehten Seiten beider Gleichungen mit einem Gliede, welches 
das Quadrat von x enthält; für ein gerades ö und für i=1 dagegen mit 
einem Gliede, das die erste Potenz von x enthält. Daher muss man in 
diesen Formeln dem Symbole Fe ) immer (also auch w;; abweichend 
vom sonstigen Gebrauche, den Werth O beilegen. Würde man ihm nämlich 
den Werth 1 geben, den es sonst hat, so würde das letzte Glied für ein 
ungerades ö die 0° Potenz von x enthalten, während in diesem Falle die 
Formeln mit einem Gliede schliessen, welches in z quadratisch ist. Mit 
Berücksichtigung dieses besonderen Umstandes sind demnach die Formeln 
so weit fortzusetzen, bis man © — m in dem Symbole [> ) hat. 


Bezeiehnet nun S’(z) die »t* Potenz von S,(r), so ist: 


' ) \ i-4 4 a —1 ! ” 
Sa) Sr - i) = (= * en a TE A B(; )® -ıB,(3)= +++.) 


| (6 at Ir Bi) -4B,(3)0 4, 


n 


m 


in 


(2.) 


w 
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Entwickelt man die rechte Seite dieser Gleichung nach Potenzen von r, 


so verschwinden offenbar die Glieder. welche z in den Potenzen rn \i-+]1). 
n(i+1)—2, n@+1)—4, ... enthalten, und es bleiben in der Entwickelung 
nur die Glieder, welche x in den Potenzen z„@+1l)—1, nüi+1l)-3, 
n(-+1)—5, ... enthalten. Die Endglieder der Entwickelungen sind, je 
nachdem © gerade oder © ungerade (ausser ö=1), beziehungsweise die- 


1+i 


jenigen mit den Potenzen x” oder x” "+, Man hat also: 


2) S&(&a)-S(z—1) = Act) "4+ Act! LAUF... 
worin die A die Covefficienten der Entwickelung der rechten Seite von (2.) 
nach fallenden Potenzen von z bedeuten. 

Setzt man in (2°) statt x der Reihe nach die ar 1, 2, 3, i 
so erhält man $?’(1)— 87 (0), $S7(2)— 87 (1), S?(3)—S7 (2), ..... S’ (2) —S’(2—1\, 
und addirt man sämmtliche resultirenden Gleichungen, so 0 folgt: 
S; nn A, S,c4n-ıt Ar Sacın 3+ As S,c4n st’, 


worin bei den Summen S die gemeinsame Grenzzahl z iiberall fortzelassen 
ist. Symbolisch kann man dies Resultat so schreiben: 


|S: = Gr "+ 4844B,(1)S"-1B.(3)S 4) 


a) | ’ u 
oe =. = S"_1844B,(] )S"-4B.(3)8"+---). 


\ 


Man hat die rechte Seite dieser Gleichung nach Potenzen von S zu ent- 
wickeln und danach die zu den S gehörigen Exponenten als untere Indices 
dieser Buchstaben zu schreiben. 

Ist z.B. i=1, so hat man: 


= AL +IM-AF- AS". 
Verfährt man hier nach der für (3.) gegebenen Regel, so folgt nach Multi- 
plication der Gleichung mit 2”: 


Dn— n y n h n 
(4.) 2 "8 om ( 1 )Sa-ı +(3 JS 3 +(35 Sat": 
die von Ihnen durch Induetion bewiesene Formel. 
Ausserdem ist übrigens klar, dass man in ganz ähnlicher Weise 
symbolisch hat: 


1 


8:88... = (I +4S+- Gast r SH41S'4.). 


(d.) 


1 VE Bu k+1__ Sr_ l 
sr) 
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Aus (5.) folgt für das Produet 8,8, z. B.: 


SS, re \ 4 + )SttB (( )+(4))Su- 


(6.) nd k 
| -+B,((3)+(3))Sus+ 


In den Formeln (3.), (5.) und (6.) ist das Symbol ( sy), wenn im, 


dagegen ist in (3.) und (4.) der von der Potenzerhebung herrührende Üoef- 
ficient (2) wie gewöhnlich gleich 1 zu setzen. 
Berlin, den 5. October 1877. 











Verwendung der Ausdehnungslehre für die allgemeine 
Theorie der Polaren und den Zusammenhang alge- 
braischer Gebilde. 


(Von Hermann Günther Grassmann *) in Stettin.) 





Herr Reye hat in einer Reihe von Aufsätzen, die in diesem Journal 
veröffentlicht sind, und unter denen ich besonders Bd. 78, 8. 97 fi. „Er- 
weiterung der Polarentheorie algebraischer Flächen,“ Bd. 79, 8.159 fi. 
„Ueber algebraische Flächen, die zu einander apolar sind,“ Bd.82, S.1 fi. 
„Ueber Systeme und Gewebe von algebraischen Flächen“ nebst den An- 
wendungen auf Flächen zweiten Grades Bd. 82, 5.54 ff., S. 173 ff. hervor- 
hebe, die Theorie der algebraischen Gebilde in sehr fruchtreicher Weise 
erweitert. Die Methoden, die er angewandt hat, werden durch die Prin- 
eipien der Ausdehnungslehre ausserordentlich vereinfacht, und neue Bahnen 
eröffnen sich von da aus in dies noch immer schwer zugängliche und doch 
so reichhaltige Gebiet. 

Die Prineipien der Ausdehnungslehre, auf die ich zurückgehe, finden 
sich zuerst andeutungsweise in meiner Ausdehnungslehre von 1844 und in 
der von 1862. In der letzteren, No. 350, ist gezeigt, wie man jede Funetion 
von m veränderlichen Zahlgrössen &,, ... x, in eine Function einer ein- 
zigen extensiven Grösse x verwandeln kann, welche aus m Einheiten 
&ı. ... e, durch die Zahlgrössen z,, ... x, abgeleitet ist, so nämlich, dass 
= &+0m6&+'+7,e, Ist. Diese Verwandlung wird durch den Begriff 
der eombinatorischen Multiplication vermittelt. Das Produet der Einheiten 
E,. ... e, wird als combinatorisches dadurch eharakterisirt, dass dasselbe 
Null gesetzt wird, sobald eine Einheit mehr als einmal darin als Factor 
erscheint, und dass durch gegenseitige Vertauschung zweier Factoren das 
eombinatorische Produet der Einheiten entgegengesetzten Werth annimmt. 
Ich bezeichne, der Ausdehnungslehre von 1862 gemäss, das combinatorische 
Produet durch eine eckige Klammer, mit der ich es umschliesse; ferner 
setze ich das combinatorische Product der sämmtlichen ursprünglichen Ein- 
heiten in der gegebenen Reihenfolge e,,... e, gleich 1, also [e,e...e,) = 1. 


*, Der durch seine Ausdehnungslehre und andere werthvolle Arbeiten um die 
Wissenschaft hochverdiente Verfasser ist leider am 26. September 1877 gestorben. 


Journal für Mathematik Bd. LXXXIV. Heft4. 35 
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so dass also die combinatorischen Produete aus den m Einheiten stets, je 
nach ihrer Ordnung gleich +1 oder —1 sind. Ergänzung einer Einheit 
nenne ich das eombinatorische Produet aller übrigen Einheiten und zwar 
in der Anordnung der Factoren, dass, wenn auf jene Einheit die Einheiten 
die in ihrer Ergänzung als Factoren enthalten sind, der Reihe nach folgen. 
das gesammte combinatorische Produet +1 ist. Ist also e, die Ergänzung 
der Einheit e, und bedeutet [e,e,] das combinatorische Produet, in welchem 
auf e, nach der Reihe die Einheiten von se, als Faetoren folgen, so hat 
man [e,e,] = 1; dagegen [e,e]=0, wenn r nicht gleich s ist, weil dann &, 
nothwendig e, als Factor enthält, das gesammte combinatorische Product 
also nach dem oben festgestellten Begriffe desselben Null ist. Ich nenne 
ein solches Product [e,e,], sofern e, und e, als dessen Factoren betrachtet 
werden, ein äusseres Produet (Ausdehnungslehre von 1844 $. 34, die von 
1862 No.78). Hieraus folgt aber sogleich, da zes ne +m&+:-+z,e, 
gesetzt war, [x&] = &, [r&] = &, u. 8. w., also 
fa, 2, --- ©.) = fllea], [22%], --- [2e,)), 

d. h. die Funetion von m veränderlichen Zahlgrössen x, ... z, ist in eine 
Funetion einer einzigen extensiven Grösse x verwandelt. Hieraus habe ich 
weiter in No. 155 die Folgerung abgeleitet, dass sich jede homogene 
Funetion »ten Grades der Veränderlichen &,, ... x, in der Form «,x” dar- 
stellen lasse, wo «, einen Ausdruck mit » Lücken in jedem Gliede dar- 
stellt. In der That, wenn f eine homogene Function xt" Grades von 
x... 2, Ist, so kommt in f= f([x&], [x&],... [ve,]) die extensive Va- 
riable x in jedem Gliede » mal als Factor vor. Entfernt man daher x aus 
diesen Verbindungen [ze] und setzt an die Stelle, wo xz gestanden hat, 
irgend ein Zeichen, welches die dadurch entstandene Lücke darstellt, und 
setzt nun den so aus f([z&], ... [x&,]) hervorgehenden Ausdruck = «a,, so 
wird f=«a,x" Das Zeichen, welches man für die entstandene Lücke wählt, 
ist an sich gleichgültig, kann aber hier füglich ganz entbehrt werden, da 
der Ausdruck «,x”" sonst keine Bedeutung hat, wenn nicht «, ein Ausdruck 
ist, der in jedem Gliede » Lücken enthält, in die = eintreten soll. Doch 
ist hierdurch der Begriff des Lückenausdruckes «, noch nieht erschöpft. 
Es muss nämlich festgestellt werden, welche Bedeutung «, erlangt, wenn 
beliebige » extensive Grössen, z. B. yı9..y,y"” in die Lücken jedes 
in «, enthaltenen Gliedes eintreten sollen. Es ist in der Ausdehnungslehre 
von 1862 No. 353 festgesetzt, dass «,yı 92 ...Yy,y"” den Ausdruck be- 


EI N a 1 ee ah be .®; nn 
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u. 


’ 
« 


zeichnet, welcher hervorgeht, wenn man die Faetoren y, 92... y,y"” nach 
und nach in allen möglichen verschiedenen Folgen in die Lücken von «, 
eintreten lässt und die Summe der so erhaltenen Ausdrücke durch ihre An- 
zahl dividirt, und in No. 360—363 ist nachgewiesen, dass für diese hinzu- 
tretenden Faectoren die Gesetze der gewöhnlichen algebraischen Multipli- 
eation gelten. Auch kann y hier möglicher Weise die Lücke selbst be- 
zeichnen. Ich beschränke mich, im Anschlusse an die Arbeiten von Herrn Reye, 
auf die quaternären Formen im Raume. Die Grössen erster Stufe im Raume 
sind Punktgrössen, d. h. einfache oder vielfache (mit Coeffieienten versehene) 
Punkte, oder Streeken von bestimmter Länge und Richtung, die als unend- 
lich entfernte Punktgrössen aufzufassen sind. Ich bezeichne diese Grössen 
erster Stufe mit lateinischen Buchstaben, und verstehe also auch unter den 





Einheiten e&,, &, &, e,, sowie unter ihren Vielfachensummen, (Grössen 
erster Stufe, also, abgesehen von dem ÜCoeffieienten, Punkte. Die Ergänzung 
von e,, d. h. das combinatorische Produet [&e,;e,] bezeichne ich wie oben 
mit &, und nenne diese Ergänzungen Einheiten dritter Stufe. In der Aus- 
dehnungslehre ist nachgewiesen, dass das eombinatorische Produet [&e,e;]| 
ein T'heil der Ebene ist, die durch die drei Punkte &, &, e, geht und 
zwar, wenn &, &, e, einfache Punkte sind, das Doppelte des Dreiecks 
&636,. Ebenso nenne ich jede Vielfachensumme dieser ergänzenden Ein- 
heiten eine Grösse dritter Stufe. Sie stellt nach der Ausdehnungslehre 
(von 1862) No. 257, 258 wiederum einen Theil einer Ebene dar, und es 
gelten für sie im Raume genau dieselben Gesetze wie für die Grössen 
erster Stufe, wenn man nämlich überall den Begriff der ersten Stufe mit 
dem der dritten vertauscht. Namentlich ist das eombinatorische Produet 
dreier Ebenen, abgesehen von dem metrischen Werthe, der Durchschnitts- 
punkt der drei Ebenen. Ich bezeichne im Folgenden überall die Ebenen 
oder Theile der Ebenen mit griechischen Buchstaben. Hiernach wird nun, 
vn z= me +m& + &,+me, und = +2 +5; +&E Ist, wo 
Tr»... 24, Sr». $, veränderliche Zahlgrössen bedeuten, 
a,„2" =0 die Gleichung einer Fläche xter Ordnung, 
a,g"= (0 die Gleichung einer Fläche »ter Klasse. 

Der Kürze wegen will ich diese Flächen die Flächen «, oder a, nennen. Aus 
den hier dargelegten, schon in meiner Ausdehnungslehre von 1862 enthaltenen 
Prineipien habe ich in den Göttinger Nachrichten von 1872 8.570 die 
Theorie der Polaren auf die einfachste Weise abgeleitet, und es bedarf 
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ni 


nur einer geringen Nachhülfe um die dort niedergelegte Methode so zu er- 
weitern, dass sie zugleich die von Herrn Reye ausgeführte, erweiterte 
T'heorie der Polaren und die T’heorie der Apolaren in sich schliesst. Es 
knüpft sich jene Methode an die Aufgabe, die Durchschnittspunkte einer 
geraden Linie be mit einem Gebilde z*ter Ordnung zu finden. Die Aufgabe 
ist dort für den Fall behandelt, dass dieses Gebilde eine Curve tr Ord- 
nung in der Ebene sei. Es lässt sich dies aber ohne irgend eine Aende- 
rung auf den Fall übertragen, wo das Gebilde eine Fläche „tr Ordnung 
im Raume ist. Jeder Punkt der geraden Linie be lässt sich in der Form 
b-+Ae darstellen, wo 5 und e Punkte und 4 eine veränderliche Zahl ist. 
It nun a«,2"=(0 eine Fläche tr Ordnung, so liefert die Gleichung 
r„(b-+4e)"=0 nach A gelöst die a Durchschnittspunkte der geraden Linie 
be und der Fläche «,r"=0. Die Entwiekelung giebt 
(1) a„b"+na,b"'c.4+ za mund abet. —(. 

Sind die k ersten Glieder dieser Gleichung Null, so sind auch k Werthe von 
; Null, d.h. die Gerade be berührt die genannte Fläche #-punktig in b. 
Sind also die k ersten Glieder der Gleiehung (1.) für jeden Werth von 
ce gleich Null, so muss jede durch b gezogene gerade Linie die Fläche 
a, k-punktig treffen, d.h. der Punkt 5b ist ein k-facher Punkt der Fläche 
“,. Setzen wir nun einen Ausdruck «, mit % Lücken, die durch Punkte 
ausgefüllt werden sollen, nur dann selbst gleich Null, wenn er mit be- 
liebigen k Punkten multiplieirt Null giebt, oder, anders ausgedrückt, wenn 
die sämmtlichen Coeffieienten der Form «,x* Null sind, so können wir 
sagen, «,b’*—=0 drücke aus, dass b ein (k+1)-facher Punkt der Fläche 
ce, sei, namentlich drücke dann «,b"'"=0 aus, dass b ein Doppelpunkt der 
Fläche «, sei. Die Glieder in der obigen Gleichung (1.) sind, wenn man 
ce veränderlich etwa gleich z setzt, die Polaren von 5b, nämlich die Fläche 
eb, d. h. die Fläche, deren Gleichung @,bx" '=0 ist, die sogenannte erste 
Polare, «,b’ die zweite u. s. w. Ich habe in dem angeführten Aufsatze 
die Benennung dahin geändert, dass ich «,b die Polare von b, «,b' 
die Polare von b’ u.s.w., o,b,b,...b, die Polare von b,b,...b, ge- 
nannt habe. Da man nun das algebraische Produet 5b,b,...b, als 
Fläche Ater Klasse betrachten kann, die in die Punkte b,, b,, ... b, zer- 
fällt, und jede Fläche kter Klasse als Vielfachensumme solcher Flächen 
darstellen kann, so lag es nahe, die T'heorie der Polaren in dieser Weise 
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zu erweitern. Aber ich habe diesen wichtigen Schritt nieht selbständig 
gethan, sondern erst, nachdem ich Reyes oben eitirte Abhandlung in diesem 
Journal Bd. 78 gelesen hatte. Aber die angedeutete Idee ist für die Auf- 
fassung der allgemeinen Polarentheorie von fundamentaler Wichtigkeit, und 
ich werde sie daher hier noch nach einer etwas veränderten darlegen. Ich 
habe gesagt, dass man das algebraische Produet b,b,...b, als Fläche Ater 
Klasse betrachten kann; die Gleichung dieser Fläche ist [b,S] [58]... [b,5]=0, 
wo [5,5] das äussere Produet des Punktes 5, und der Ebene 5 ist, und 
gleich Null gesetzt, aussagt, dass die Ebene 5 durch den Punkt 5, geht. 
Nun bezeichne ich mit a“ die Vielfachensumme der algebraischen Pro- 
duete von je k Punkten und nenne sie eine Form Akte Klasse Es ver- 
wandelt sich a” in a,, wenn man jedem dieser Punkte noch eine Lücke 
dritter Stufe als zweiten Factor des äusseren Produetes hinzufügt: es sind 
also a“ und a, nur formell verschieden, und beide stellen dieselbe Fläche 
kter Klasse dar. Ich bezeichne das obige Produet [b,S][b,&]...[b,5] mit 
[b,b,...b,.5] und verstehe allgemeiner unter dem äusseren Produete 
zweier Faetoren, von denen der erste ein algebraisches Produet von m 
Punkten, der andere ein algebraisches Produet von » Ebenen ist, also unter 
\b...b 


welcher hervorgeht, wenn man zuerst jeden der Punkte 5,...b, mit einer 


„Pi +..P,) wenn m kleiner oder ebenso gross als » ist, den Ausdruck. 
beliebigen der Ebenen P,...P, zu einem äusseren Produete verbindet. 
und die sämmtlich möglichen verschiedenen Glieder, die auf diese Weise 
aus b,...b,Pı...?, entspringen, addirt und die Summe durch die Anzahl 
der Glieder dividirt. So z. B. ist 


| R‘ |. | ' | 1.8, + Ib, #.1./ 
ıb, A, |.\b, #,| I ß,\ Al [b,.PıP%] nie ıb,?,, P; z ıb,?,) ß, z 


Man sieht, dass jener Ausdruck [b,...b,.P:,.../,) nur formell verschieden 


ıb, b;. P, Pr] = 


ist von dem oben definirten Ausdrucke [= /?,}...[2/,]b,...b,, wenn = das 
Zeichen der Lücke ist, und dass a,” identisch ist mit [a”’&”] und daher 
auch die oben nachgewiesenen Gesetze für diese neuen Formen gelten. Es 


orösser Ist als z, man /,.../, auf 


versteht sich von selbst, dass, wenn m g 


alle möglichen Arten mit » der Punkte b,...b,, zu äusseren Produeten |b, >, 


zu verbinden und im übrigen ebenso zu verfahren hat, und dass man ferner 
auch [P,...?,.b,...b,] auf entsprechende Weise zu definiren hat. Ich ziehe 
diese Formen als für die Anwendung bequemer den früheren vor. Ist nun 
a”) eine Form »t*" Ordnung und a“ eine Form m’ Klasse, so wird nach 
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dem Obigen [«'”.a'"’] die Polare zu jenen zwei Formen. Diese Polare 
ist eine Form von (2—m)te Ordnung oder (m—n)!* Klasse, je nachdem 
»n>m oder m >>» ist. Um diesen doppelten Ausdruck zu vermeiden, setze 
ich fest, dass z. B. eine Form (— 3)ter Ordnung nichts anders bedeuten soll 
als eine Form dritter Klasse und umgekehrt. Wenn m=n ist, so wird die 
Polare eine blosse Zahl. 

Der so gewonnene Begriff der Polare gestattet die freieste und mannig- 
fachste Anwendung, und schliesst den von Herrn Reye aufgestellten Begriff in 
sich. Um dazu zu gelangen, benutzt man am besten den bekannten Satz: Jede 


FERN ie ” : n-+I)\(n-+2)(n +3 
Fläche »ter Klasse lässt sieh. wenn man v = re +8). 


Punkte 5,. ... 5b, annimmt, welche nicht in einer und derselben Fläche 
n'e® Ordnung liegen, als Vielfachensumme von » Flächen nter Klasse dar- 
stellen, welche sich auf die »-fachen Punkte b,. ... 5, redueiren, oder anders 
ausgedrückt, jede Form »'er Klasse a” lässt sich in der Form 
am = mbr+..-+a,b) 

darstellen. Dieser Satz, so wie der reciproke, soll weiter unten auf sehr 
einfache Art bewiesen werden. Sucht man nun zu der Fläche a”, deren 
Gleichung a,[b,&]”+---+a,[b,5]”, und zu der Fläche kter Ordnung «', deren 


a ah | kA+A)Ck-+ 2)(k-+3 
Gleichung b, [Ar] +: +b,[2,2]"=0 ist, wo = (K4 a 3 a +9) und 
kn ist, die Polare, so wird diese nach dem Obigen eine Fläche (» — k)ter 


Klasse, deren Gleichung [ae] =0 d.h. Zab,b Pi" *=0 oder 
gr 


beliebige 


4 


= a,b,[5,2,"[b,5]" "= Pist. Diese Bestimmung stimmt mit der von Herrn Reye 


dem Resultate nach überein. Aber auch AReyes Apolaren sind aus dem 
obigen Prineip aufs einfachste abzuleiten. Nämlich zwei Formen a" und «” 
von nter Klasse und mter Ordnung heissen apolar zu einander, wenn die zu 
ihnen gehörige Polare Null ist, d. h. wenn [a‘”.«"] = 0 ist. Wenn m kleiner 
als » ist, so heisst das, es muss [a'”.«”)5”="] gleich Null sein für jede 
Ebene &; das giebt so viel Bedingungsgleichungen als die Zahl der 
Coetfieienten einer quaternären Form (»—m)ten Grades beträgt, also 


f ‘ t ‘ 
(n— m-+A)n— m+2)(n— m-+ 53) Ba Zu Se ; Wa E85 
5 vg Bedingungsgleichungen. Diese Bedingungs- 


sleichungen erhält man unmittelbar, indem man statt &" “ nach und nach 
die Combinationen mit Wiederholung aus &. &, &, & zur (a—m)ten Klasse 
setzt Der interessanteste Fall ist der, wo n=m ist, also [a”.«] = 0 ist. 
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Wenn sich a“ auf die Potenz eines Punktes redueirt, so sagt die Gleichung 
aus, dass dieser Punkt auf der Fläche »ter Ordnung a” liege. Wir werden 
im allgemeinen Falle mit Herrn Reye sagen können, dass die Fläche rter Klasse 
a‘ auf der Fläche »ter Ordnung «'” ruhe, oder nach der in der Ausdehnungs- 
lehre gewählten Benennung, dass a” und «“) ineident sind. Sind e,, e. 
e,, e, die ursprünglichen Einheiten und &, &, &. & ihre Ergänzungen, so 
kann man a und «“” in den Formen darstellen 


a” = sat, +: +a,e, 
ea = bei +batat-+b,E. 


Dann ergiebt sich, da [e,.!=1, [e,&.] = 0 ist, wenn r und s verschieden 
sind, auch [&g.4]= [a4] =1, [d’ ea." "'8]= [as&a”"[&&])=1, und so 
werden überhaupt die äusseren Producte der entsprechenden Glieder gleich 1. 
während die der nicht entsprechenden verschwinden. also 

[a a”) = 4b, +9, b.++a,b, 
und dies gleich Null im Falle der Ineidenz, also ganz wie bei der Ineidenz 
eines Punktes und einer Ebene. 

Da sich die Folgerungen, welche Herr Reye aus seiner Polaren- 
theorie zieht, aufs leichteste aus den oben aufgestellten Principien ergeben, 
so glaube ich auf ihre Ableitung hier verziehten zu dürfen, und gehe jetzt 
auf die Systeme und Gewebe algebraischer Flächen über. Die wesentliche 
Idee dieser Gebilde findet sich in der Ausdehnungslehre von 1862 No. 392 
und 393. Es seien fi, fi, --. f, beliebige Functionen, und zwar setze ich 
sie dem vorliegenden Zwecke gemäss als quaternäre Funetionen von Punkten 
oder Ebenen im Raume, so lassen sich diese Functionen nach No. 392 als 
Einheiten auffassen und die daraus numerisch abgeleiteten Functionen als 
extensive Grössen, welche allen Verknüpfungen extensiver Grössen unterworfen 
werden können, und den Gesetzen derselben unterliegen. Es sei 

f = sh ta h+rtmf, 
eine solche abgeleitete Function, z,, 2;, ... x, also ihre Äbleitungszahlen, 
die aber von den Veränderlichen, die in fı, fi, ... enthalten sind, gänzlich 
unabhängig sind. Wenn nun zwischen diesen Ableitungszahlen, die man mit 
Herrn Reye die Flächeneoordinaten nennen kann, eine Gleichung m'*” Grades 
Hs) ed 
herrscht, so habe ich die Gesammtheit der Flächen f=0, die dieser Glei- 
chung genügen, in No. 393 ein Flächengebilde m‘®® Grades genannt, was 
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mit ZAeyes Darstellung wesentlich übereinstimmt. Allgemeiner würde 
f= fit‘ -- Hz,f,, wenn p(z2,,%,...2,) eine Gleichung mu Grades ist, 
ein Formgebilde m‘“" Grades genannt werden können. Ich habe diese Idee 
in No. 394— 400 weiter ausgeführt für den Fall, wo fi, fi. ß&., f; Kreis- 
funetionen in der Ebene sind, und davon ist der Fall wo fi. ... %& Kugel- 
funetionen im Jhaume sind, nicht wesentlich verschieden (vergl. Reye in 
diesem Journal, Bd. 82, S. 7 unten). Aber in Betreff der Stufenzahl der 
(rebilde befinde ich mich mit Herrn Reye im Widerspruch. Ich nenne die Ge- 
sammtheit aller aus g Einheiten numerisch ableitbaren Grössen, der neueren 
Algebra. entsprechend, ein Gebiet (lineares Gebilde ) g'e" Stufe, während 
Herr Reye dafür die Stufenzahl g—1 annimmt, die aber überall zu ver- 
wickelteren Formeln führt. Die allgemein theoretischen Sätze, welche Herr Reye 
S. 1-13 in der eitirten Abhandlung „Ueber Systeme u. s. w.“ aufstellt, 
werden einfacher, allgemeiner und leichter beweisbar, wenn man wie oben 
fi. ».. f, als beliebige Einheiten, also die f als einem Gebiete ter Stufe 
angehörig auffasst. In diesem Sinne findet sich der Hauptsatz über die 
Stufenzahlen der Gebiete (Reye a. a. OÖ. S. 12) in No. 25 der eitirten Aus- 
dehnungslehre, wobei auf die Erklärung No. 15 zurückgegangen ist. Hier 
wird die Gesammtheit der Grössen, welche zweien (oder mehreren) Gebieten 
zugleich angehören, ihr gemeinschaftliches Gebiet und die Gesammtheit 
der Grössen, welche sich aus den Grössen zweier (oder mehrerer) Grössen 
numerisch (linear) ableiten lassen, ihr verbindendes Gebiet genannt und der 
Satz aufgestellt, dass die Summe der Stufenzahlen zweier Gebiete gleich 
der Summe der Stufenzahlen des ihnen gemeinschaftlichen und des sie ver- 
bindenden Gebietes sei. Ich verweise in Bezug auf den Beweis dieses 
Fundamentalsatzes auf die eitirte Nummer meiner Ausdehnungslehre von 
1862, und bemerke, dass er auch schon in der Ausdehnungslehre von 1844 
S.185 wenn gleich in anderer Ausdrucksweise vorkommt. 

Auch die meisten der übrigen Sätze in jenem Abschnitte sind der 
Ausdehnungslehre zu entnehmen, dagegen findet sich in beiden Bearbeitungen 
der Ausdehnungslehre nicht der für die Ausdehnungslehre wichtige Satz 
in No. 14 jener Abhandlung. Derselbe würde für die Ausdehnungslehre 
so lauten: Ein Gebiet g'* Stute, welches einem Gebiete (q-+ s)!“' Stute 




























untergeordnet sein soll, hängt von gs Parametern ab, d. h. es giebt gs-tach 
unendlich viele Gebiete gt‘' Stufe, die einem gegebenen Gebiete (g-+s)!er 
Stufe untergeordnet sind. Der Beweis, den Herr Reye giebt, lässt sich un- 
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mittelbar auf die Ausdehnungslehre übertragen. Sind nämlich wie oben 
fu fi, wor=g+s Ist, als Einheiten gefasst. und ist f= a, fi +" +2,..f4. 
so müssen zwischen &,, ... &@,,,, damit f aus qg Einheiten numerisch ableit- 
bar sein soll, s Zahlbeziehungen (lineare homogene Gleichungen) herrschen. 
Diese lassen sich, wenn sie von einander unabhängig sind, in der Form 
darstellen, dass von g jener Grössen die übrigen numerisch ableitbar sind, 
vorausgesetzt, dass auch unendlich grosse Uoefficienten gestattet sind. Jede 
dieser s Zahlbeziehungen enthält q Coeffieienten, also alle zusammen gs Coet- 
fieienten, die man als die Parameter, von denen die untergeordneten Gebiete 
ger Stufe abhängen, ansehen kann. 

Es ergiebt sich hieraus z. B. der für die Ausdehnungslehre sehr be- 
deutungsvolle Satz: Die Anzahl der Bedingungsgleiehungen dafür, dass eine 
Grösse gter Stufe, die einem Hauptgebiete (g+s)ter Stufe angehört. eine 
einfache sei, d. h. sich als combinatorisches Produet von q Grössen erster 
Stufe darstellen lasse (vgl. Ausdehnungslehre von 1862 No. 77, die von 


1844 8.51), ist (+9) —gs—1, d.h. (49 a D_os-1. Also 


z. B. für Grössen g'er Stufe in einem Gebiete (g+1)!er Stufe giebt es keine 
Bedingungsgleichung (gemäss der Ausdehnungslehre von 1862 No. 88 und 
der von 1844 $. 50). Aber auch jene Bedingungsgleichungen lassen sich 
auf dem angedeuteten Wege finden. In der That wenn 


T,rı = YıfTı +++ Yı,T, 


Er, = YatırtYynE, 
die oben angedeuteten Zahlbeziehungen sind. und man die Werthe von 
nee a fennfit tr, f,,., einsetzt und nach den z ordnet, so 
erscheint f als Vielfachensumme von g Grössen, die keine der Grössen x 
mehr enthalten; das so bestimmte Gebiet g'*r Stufe, dem f angehört, wird 
dann dargestellt durch das combinatorische Product jener qg Grössen, nämlich 
= (fit ya + tYaßr)-- (Aryl ttYyafın)) Als allgemeine 
(Grösse gter Stufe erscheint sie aber mn der Form ,E, +2, E,+.-. woE,, E, 
die Einheiten gter Stufe, d.h. (nach A. No. 77) die multiplicativen Combi- 
nationen aus den Einheiten fi, ... f,,, zur g'*® Klasse sind. Wir denken 
uns dieselben wohlgeordnet = E,, E,, so dass also E, = [fi fi... f,] ist. Setzt 
man nun die entsprechenden zu diesen Einheiten g!er Stufe gehörigen Üoef- 
fieienten auf beiden Seiten gleich, so erhält man zuerst 3, =1. Man wird 
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also die noch nicht homogenen Gleichungen durch Zufügung des Factors z, 
homogen machen können. Ferner ergiebt sich leicht, dass die gs unbe- 
kannten Grössen y sich unmittelbar durch je eine der Grössen z ausdrücken, 
so dass man die verlangten Bedingungsgleichungen zwischen den z erhält. 
Bezeichnet man allgemein die Anzahl der Combinationen ohne Wiederholung 


aus a Elementen zur pten Klasse mit a, so ergeben sich q ; Gleichungen, 
deren Glieder Producte von je zwei der Grössen z, nr Gleichungen, deren 
Glieder Produete von je drei der Grössen z, u. 8. w. endlich q s =s Glei- 
chungen, deren Glieder Producte von je q der Grössen z sind. So z.B. 
erhält man, wenn eine Grösse zweiter Stufe in einem Gebiete vierter Stufe 
eine einfache Grösse (im Raume ein Linientheil) sein soll, nur Eine Be- 
dingungsgleichung, nämlich bei der oben festgesetzten Benennung 
3,5 —- 34233 = 0, 

welche mit der aus der Liniengeometrie bekannten Bedingungsgleichung 
zusammenfällt. 

Ich kehre jetzt zu den Flächengebilden zurück. Es ist gezeigt, dass 
die algebraischen Formen, besonders die im Raume, und die sie vertretenden 
algebraischen Producte von Punkten oder Ebenen als extensive Grössen 
aufgefasst und den Verknüpfungen dieser Grössen unterworfen werden 
können. Namentlich hebe ich jetzt die combinatorischen Producte derselben 
hervor. Unmittelbar aus dem Begriffe ergiebt sich, dass ein combinatorisches 
Produet von m Grössen repräsentirt wird durch das aus diesen Grössen 
ableitbare Gebiet und einen durch die Beziehung zur Addition bedingten 
metrischen Werth, ferner dass jenes Product dann und nur dann Null ist, 
wenn die m Factoren desselben in einer Zahlbeziehung zu einander stehen. 
Aus dieser Betrachtung ergiebt sich sogleich die Gleichung einer Fläche 


ne Ordnung die durch »—1 Punkte geht, wo .. nn a ist, 


so wie die Gleichung einer Fläche zter Klasse, die von »—1 Ebenen be- 
rührt wird. In der That sind b,, ... b,_, im ersten Falle Punkte, deren 
n!® Potenzen in keiner Zahlbeziehung zu einander stehen, so ist die Fläche 
„'er Ordnung durch diese Punkte bestimmt und ihre Gleichung ist 
Be) = dt. 

Dass sie eine Fläche »ter Ordnung darstellt, zeigt ihre Form unmittelbar, 
dass sie die Punkte 5,...b,_, enthält, folgt sogleich; denn wird z.B. x =b,, 
so wird auch =" = bi, also werden zwei der Factoren des eombinatorischen 
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Productes gleich, also das combinatorische Product nach seinem ursprüng- 
lichen Begriffe Null. Aber diese Gleichung enthält auch die Lösung der 
Aufgabe in gewöhnlichen Coordinaten. Denn wenn e,.... e, vier nieht in 
einer Ebene liegende Punkte und 


= mg +9: +98 +008, b,=b,1e tb. +b3&; +b,,e, 
für r=1 bis v—1 sind, so erhält man jede der „ten Potenzen als Viel- 
fachensumme der multiplieativen Combinationen mit Wiederholung aus e,. 
&, €, e. Es seien E,. E;,, ... E, diese Combinationen und zwar in wohl- 
geordneter Reihe, so redueirt sich die linke Seite obiger Gleichung auf eine 
Vielfachensumme der eombinatorischen Producte von E,...E, zu v Faetoren. 
Setzt man [E,E,...E,]=1, so erhält man unmittelbar die verlangte Gleichung. 
Auch erhellt (nach Ausdehnungslehre von 1862 No. 24, von 1844 8. 20). 
dass man den v Einheiten E,...E, auch v aus ihnen ableitbare Grössen, die 
in keiner Zahlbeziehung zu einander stehen, namentlich auch v in keiner 
Zahlbeziehung zu einander stehende »t° Potenzen von Punkten setzen und 
aus ihnen alle »ten Potenzen von Punkten, also auch alle Flächen »ter Klasse 
ableiten kann. Endlich kann man statt b}, ... b}_, auch beliebige Flächen 
nter Klasse, a”, ... aU2,, die in keiner Zahlbeziehung zu einander stehen, 
einsetzen und erhält dann 
7. 0. 
Es stellt also das combinatorische Produet von »—1 unabhängigen Flächen 
ner Klasse eine Fläche »t!er Ordnung dar. Diese sei «”, also 
[a .0...a,] = «a, 
so wird 
[a 2") = 0 
die Gleichung dieser Fläche. In dieser kann man wieder statt x” eine 
Fläche „ter Klasse a setzen und erhält 
[a{” .a”...a, a] = [ea] und dies =, 
wenn « und a“ ineident sind (vergl. Reye Ueber Systeme u. s. w. No. 21). 
Es mag an diesen Andeutungen genügen, um die Fruchtbarkeit der in der 
Ausdehnungslehre entwickelten Methoden auch für das von Herrn Reye neu 
eröffnete Forschungsgebiet nachzuweisen. 


Stettin, den 28. Juli 1877. 
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verschiedener Differentialgleichungen. 


(Von Herrn Königsberger in Wien.) 





Nei Z ein Integral der Differentialgleichung mter Ordnung 


a), ee tern. 


in welcher das Zeichen f eine ganze Funetion der in ihr enthaltenen Grössen 


bedeuten soll, so wird es sich im Folgenden darum handeln, Methoden zur 


Feststellung der allgemeinen Form einer algebraischen Beziehung 
(2) F(a,2, Z, 2,...2Z)=0 


anzugeben, welche möglicherweise zwischen dem Integrale Z und einer Reihe 
von v andern Integralen 


a: 


der resp. ser erster Ordnung 








; /ds, dz, ; 

(9 +9,(, LIWESERTE 3,)(7 ri +++ 9, -1(8, 31,323. 7 f +, (X 231,32, 23,) : 
’d3,\% t- „: dz, 

2) + W (2,21, 22,2, > +" nu, ı(T, 31, 82° -3,) 7, „31,323... 3,) 


Ze 


stattfindet, in welchen die Funetionen 

2, Sr, Bar der 5,), WÄR, Bi Br ei 73, RE RR KB, U 0) 
rationale Functionen der Grössen #, &, &, ... 3, bedeuten; vorausge- 
setzt wird, dass die Differentialgleichungen (3.) irreduetibel sind, und 
dass ferner die Grössen Z,, Z,,... Z, weder selbst algebraische Funetionen 
von x sind noch zwischen diesen Grössen eine algebraische Beziehung be- 
steht, weil man sonst mit Hülfe einer solchen Relation eine der Z,-Grössen aus 
der Gleichung (2.) herausschaffen könnte und dann nur diese neue alge- 
braische Beziehung der folgenden Untersuchung zu Grunde zu legen hätte. 


Ueber algebraische Beziehungen zwischen Integralen 


/ 3, *y dz, x,—ı . 
| (==) +Xı (2,31,82,..3,)(Z7) ++ %,-1(8, 31,223. 3,) in + X, (8 81,223. 3,) —=() 
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Differentiirt man die Gleichung (2.) m-mal nach einander, so dass 
sich die Gleichungen ergeben 


dF d’F d"F 
De = a N = Fa) WESER In. 


welche aus den Grössen Z, Z,, Z,, ... Z, und deren Differentialquotienten 
nach = bis zur mten Ordnung genommen algebraisch zusammengesetzt sind, 
so wird man die m+1 Grössen 


zz, % 42 
de dt" de 


v, 


aus den m+2 Gleichungen (1.), (2.) und (4.) eliminiren können und eine 
Differentialgleichung 


2, dZ, dız, dez,\_ |) 


h) dr , dus dr ze. de" ie dx" 





(5) H(a,2,,2.,...Z, 


erhalten, worin H eine ganze Function der in ihr enthaltenen Grössen be- 
deutet; und dieses in rationaler Form hergestellte Eliminationsresultat wird 
auch ersetzt werden können durch dasjenige, welches man erhält, wenn 
man vermittels Auflösung der Gleichung (2.) nach Z, in Bezug auf welche 
Variable sie vom «ten Grade sein mag, 

Z = w,(z, Z,, 22, ... Z,), 


6.) 
Sense ih.. 2) ... Zend .2... 


ermittelt. der Reihe nach die Grössen 


m. Me AR Bl Zu... dr) drZ _ d"w(z,Z,,...Z,) 
dx ET dx ’ dx’ Par dx’ , u. u de" = — m Penn 


dz__ dw,(2,2,..2,) d"z _ dra,(2,Z,,..Z,) 


de dx I Re dx" de" 





bildet und in die Gleichung (1.) einsetzt, woraus als zweite Form des 
Eliminationsresultates 


| f(, ww, (z, Z,2, „ 2,), du (2, Z,, Z,) Its d"w,(z, Ein) X 








dx 5 de” 
| dw,(x,Z,,..Z,) d"o,(2,2,,..2,)\ . 
(7.) ‚K@; Ww; (T, } A RR Z,): ri de ER 2.65 zu er ) x 
dw,(z,Z ,..Z, d”w,(2,Z ,..Z, 
Ka, w,(2,2,,2,, ... Z,), dx 2 ... ( dr” ) = () 
folgt. 
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Denkt man sich nun aus den v» Gleichungen (3.), wenn in die- 
selben Z,, Z.. ... Z, statt 2, 2%, 3, gesetzt ist, den v»(m—1) Glei- 
chungen, welche aus diesen durch (m—1)-malige successive Differentiation 
nach x entstehen, und der Gleichung (5.) die vm Grössen 

dZ, dZ, dz, EZ d’Z, dnZ, d"Z, 


de ’ dze ’''' dz' de '’'', da’ dt tt den 


eliminirt, so wird sich eine algebraische Beziehung von der Form 
(8) Kia, 2, 2, ...2,) = 0 


zwischen den Grössen Z,, Zr, ... Z, ergeben, welche der oben gemachten 
Voraussetzung gemäss nicht bestehen darf, und es wird somit das Elimi- 
nationsresultat (8.) für alle beliebigen Werthe der Grössen Z,, Z,, ... Z, 
erfüllt sein müssen. Aber auch diese eben ausgeführte Elimination und 
daher die in den Grössen Z,, Z, ... Z, identische Gleichung kann anders 


dargestellt werden; berechnet man nämlich aus den Differentialgleichungen 
(2.) die Werthe 


ı dZ, | \  dz, Ä dZ, 

2 = h,: (7, Zi Zn. ... Z,). dr -— h (T, Zu Z. ... Z,). ... Ar = hı.. (®, Zu. Z. n Z,) 
una dZ, i dZ, ” \ 
hy \ dx x h;ı (T, 21; ba, Vak Zu), dr ha (zT, Z\. 23, er* Z, he. dr . h.., (x, 2. Z». ... Z,). 

dz, . dZz, dZ, _ 
\ Zn — h, 1 \T, Zi Z>. ... Z,). dr as hr (®, Z. Z,. ... Z,). ... dr = h,.,(®, Z. 2». er Z, ), 


hieraus durch suecessive Differentiation der einzelnen Gleichungen die ver- 
schiedenen Werthe für 


eu d’Z, 
dx’ ' " 7 BD EZ de’ ' 


d”Z, d"rZ d”Z, 


2 


de” ’ de” I A - d.r" ’ 


welche aus allen den Wertheeombinationen der ersten Differentialquotienten 
zusammenzusetzen sind, und setzt diese Werthe in allen ihren Verbindungen 
in (5.) ein, so folgt, dass 


n Hz, Du Br. 2 A he ee 


a&.B....o 
). } Pref 
u dhia(X, Z,,..Z,) dh,o(2, Z + 2,) A" Nu, zZ. =. VW Ryola, Zr Z,) ; 


ie ) 
dx \ 
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für alle beliebigen Werthe von Z,, Z,, ... Z, identisch befriedigt, oder 
dass in Folge der oben vorausgesetzten Irreductibilität der Differential- 


gleichungen (3.) für eine beliebige Werthecombination von «, ß, ... 
| Hz, Zu +++ 2,5 hin (&, Zu +2.) 0 ka Zn u), >> 
(11.) | d"—Ih,u(z, Zur 2) de hyolz, Z,, +. Z,) RR 
a "2 Be dar-i uch 


erfüllt sein muss, wenn statt Z,, Z,, ... Z, beliebige andere Grössen ge- 
setzt werden, oder dass endlich die Gleichung (5.) ebenfalls bestehen bleibt, 
wenn man statt Z,, Z,, ... Z, beliebige andere Integrale Z,, Z,, ... Z, 
der Differentialgleichungen (3.) substituirt. Da aber die Gleichung (5.) nur 
eine andere Form des Eliminationsresultates als die durch (7.) dargestellte 


angiebt, so wird also auch die Beziehung bestehen 


er ee duo (x,Z\,..Z, 
(2,0, (2, 21... Z}), o,(® ») #02, x 


dx I y de" 
y d@Z..Z)  dmw(aZi,..Z) 
(12.) } re, W, (2, Z.. ... Z,), — er —, 1... u -- ee. ) x 


| N RE URR Imw,(z,Z' ,..Z,) 
Me; w(2,2Z,..Z2,), du, (2, 2, ) a In ) = 0: 


dx dr!" 


welche wiederum nichts anderes aussagt, als dass die Gleichung (1.) auch 
die durch den Ausdruck 


(18) Ze ala A; A, -.. 2) 
definirte Function zum Integral hat, wenn « einen der Indices 1. 2, .... x 
bedeutet. Da sich aber aus (13.) der Gleichung (2.) gemäss 

(14) Fa, 2,2, 2,...2Z) = 0 


ergiebt, so folgt, 
dass, wenn zwischen den Integralen 


U TE TE 


der Differentialgleichungen (1.) und (3.) ein algebraischer Zusammenhang (2.) 
stattfindet, und man setzt statt der Grössen Z,, Z,, ... Z, v beliebige andere 
Integrale des als irreductibel vorausgesetzten Systems von Differentialgleichungen 
(3.), so wird die algebraische Beziehung (2.) noch fortbestehen, wenn für Z ein 
bestimmtes anderes Integral Z' der Differentialgleichung (1.) gesetzt wird. 
Von diesem Satze wird man in vielen Fällen zur Feststellung der 
Form jener algebraischen Beziehung Gebrauch machen können. Drückt 
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man nämlich andere Integrale des Systems von Differentialgleichungen 
erster Ordnung (3.) durch die in der algebraischen Beziehung (2.) 
vorkommenden Integrale Z, Z,, ... Z, und eine Reihe von willkür- 
lichen Grössen m,. m», ... aus, so wird nach dem oben bewiesenen Satze 
die algebraische Relation (2.) noch erfüllt sein müssen, wenn für Z,, Z2,...Z, 
die eben bezeichneten Werthe von z,, 3, ... 3, für eine beliebige Wahl 
der Grössen m, m,, ... gesetzt werden, und wenn zugleich für Z ein an- 
deres Integral der Differentialgleichung (1.) substituirt wird; bemerkt man 
nun, dass, wenn man die Form dieses Integrales von (1.) durch Z und 
willkürliche Grössen auszudrücken im Stande ist, diese letzteren in jedem 
Falle bestimmte Functionen der willkürlichen Grössen m, m, ... sein 
werden, so sieht man leicht ein, dass sich eine Funetionalgleichung mit den 
willkürlichen Grössen m,, m,, ... und den variablen Grössen Z,, Z., ... Z,. 
welche jedes System partieulärer Integrale vorstellen dürfen, ergeben kann, aus 
der zu entwickeln sein wird, in welcher Weise die Grössen Z, Z,, Zı. ... Z, 
in die algebraische Beziehung eintreten. 

Stellen wir uns, um einige Anwendungen von dieser Methode zu 
machen, zunächst die Aufgabe, die nothwendige Form der algebraischen 
Beziehung zu bestimmen, welche zwischen dem Integrale Z der Differential- 
gleichung 


dz 
f(z, ) =(, 
in welcher f eine rationale Function bedeutet, und den Integralen 
ee 
der resp. Differentialgleichungen 
(a, 2)=0, la, E)=0, ... 1 Z)=0 
stattfindet, wenn wiederum fi, f. ... f, rationale Funetionen vorstellen. 
Sei diese Beziehung 
ra, 2 2, 5,2) = 8, 
so wird dieselbe nach dem obigen Satze noch bestehen bleiben, wenn 
Z, tm. Z,tm. ... Z+tm 
statt Z,. Z.. ... Z, gesetzt werden, wenn nur statt Z ein anderes Integral 
des zugehörigen irreduetibeln Factors der obigen Differentialgleichung. also 
ein Integral der Form 


> 


Z-+m 
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gesetzt wird, worin m eine von den willkürlichen Grössen m,, m», ... m, 
abhängige Constante sein wird: und diese Beziehung 


F(z, Z+m, Z, +m, Z,+m,, ... Z,+m,) = 0 


wird für alle m,, ... m, und alle Z,, ... Z, stattfinden müssen. 


Nun folgt aber unmittelbar durch Differentiiren dieser letzteren 
Beziehung nach Z, und m,, worin x einen der Indices 1, 2, ... » vor- 
stellt, dass 

oF oZ , OF 
SZ@+m) a2, taz, " ° 








und I 5 ai 
© com 
7 Fe 

also 

oZ om 

OZ. Om, 
ist und daher 

02 

07, u 


worin a, eine Constante bedeutet. Es ergiebt sich daraus unmittelbar, dass 
Z = a4, +02, + ++a,Z,+b, 


worin b eine algebraische Function von z bedeutet, und es hat somit, wenn 


». 5 Sr + -- 5% 


algebraische Funetionen von x bezeichnen, die allgemeinste Beziehung 
zwischen Abelschen Integralen die Form 


A [yda+ A, /yıda+-+ A, fy,de+B = 0, 


worin A, A,, ... A, Constanten und B eine algebraische Funetion von x 
bedeutet, eine Gleichung, von der ich bei der Untersuchung der allgemeinsten 
Beziehungen zwischen hyperelliptischen Integralen verschiedener Ordnungen 
ausging und die ich der Reduction des allgemeinen Transformationsproblems 
auf das rationale zu Grunde legte *). 


Es soll ferner noch untersucht werden, ob eine algebraische Be- 


*) Dieses Journal Bd. S1, 5. 193. 
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ziehung zwischen Abelschen Integralen etwa noch die eindeutigen Um- 
kehrungsfunctionen solcher Integrale, wie die Exponentialfunctionen, die 
trigonometrischen Functionen, die elliptischen Funetionen etc. enthal- 
ten kann. 

Ängenommen es wäre in jener algebraischen Beziehung auch noch 
die transcendente Function 


























enthalten, in welcher e eine algebraische Function von x bedeutet, und 
welche somit der Differentialgleichung 


- 
durch eine Differentialgleichung erster Ordnung von der Form (3.) ver- 


bindet, so wird die algebraische Beziehung 


genügt, die vermöge der algebraischen Gleichung in ®e, x, z und 


Fe,2zt. u 2...2)= 0 


weil jedem particulären Werthe {© ein anderer Werth «Ö entspricht, worin 
« eine willkürliche Constante bedeutet, die Funectionalgleichung 


F(z, Z+m, ul, Z, Z.,...Z,) = 0 


liefern, welche durch successives Differentiiren nach { und « die beiden 
Gleichungen liefert 


OF 0Z oF 


JE re hr A 


OF 0m, ,. or 
sm tier 
O(Z-H-m) ou oud 
Da hieraus 
„ 02 om 
=, 
0% ou 
folgt, so wird 


Z = Plogö+0Q 


sein, worin P eine Constante und Q eine von © unabhängige Grösse be- 
deutet, oder 
Z = Po+Q, 


woraus folgt, dass e’ in jener algebraischen Beziehung gar nicht vorkommen 
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kann; wie Q aus Z,, Z,, ... Z, zusammengesetzt sein muss, ist oben ge- 
zeigt worden. 

Endlich mag noch die Frage aufgeworfen werden, ob in jener alge- 
braischen Relation zwischen Abelschen Integralen etwa noch eine elliptische 
Funetion von der Form 

n = sinam (u, x) 


enthalten sein kann, in welcher « eine algebraische Funetion von x be- 
deutet. Da diese Function der Differentialgleichung genügt 


dy STR wi me. ur du 
__ f FRE —ı/% — 
u. iz 
welche wieder mit Hülfe der algebraischen Gleichung zwischen x und x 
in eine algebraische Differentialgleichung zwischen y und x transformirbar 


ist, ferner zu jedem partieulären Integrale 
n = sinam (u+ «), 
in welchem « eine Constante bedeutet, ein anderes Integral 
H = sinam (u-+c) = sinam (u+«@+c-e) 
gehört, worin e eine willkürliche Constante ist, also, wenn 


sinam(e—eo) = u 


sesetzt wird, 


y—- (MU) AR) 
1—x’n’u® 
stets ebenfalls ein Integral für jeden beliebigen Werth von «u ist, so wird 
die Funetionalbeziehung 


Fa, 2.n2.,2...2)=0 


nach dem schon mehrfach benutzten Satze die algebraische Beziehung 


F(x, Z+m, LET yIEEr Er UE Em 200 SBRRE & Wen 
nach sich ziehen. Die suecessive Differentiation nach n und u liefert die 
Gleichungen 
oF 72 "F 6 
o(Z-+-m) 2 sn m ”. 
oF om oF ©H 


o(Z-+m) ou T v 


cH ou 








es we 
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Be» 


I RETRIEVER WERE TEE U 
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und daher 


oZ om 
 W 
oH O6H' 
Mm om 


setzt man aber 


n=siname, u=siname, 
so tolgt 











°H _ Osinam(v+w) _ Ösinam(o+w)  ösiname 
on osinamv rer. ov a 
_ Osinam(o+w) _ 0 DER 
er 00 Yamada)" 
und ebenso 
OH _ Osinam(v-+ w) 1 
m m yA—wyd—en) " 
so dass die letzte oben erhaltene Gleichung die Form annimmt 
yd-n 1-27) = Ale )A1-2 u), 
und daher 
0Z g 


an  yYAa-m)d-em) 


wird, worin g eine Constante bedeutet. Es ergiebt sich daraus unmittel- 


bar, dass 
7=g9/- = Era 
yd-n)d— 

ist, worin A von n unabhängig, und Ru somit die elliptische Umkehrungs- 
function in jener algebraischen Verbindungsgleichung zwischen Abelschen 
Integralen nicht vorkommen Kann. Es bedarf keiner weiteren Erläuterung, 
wie genau ebenso gefolgert wird, dass überhaupt eindeutige Abelsche 
"unetionen, deren Argumente algebraische Funetionen der Variablen x sind, 
in einer algebraischen Verbindung mit Abelschen Integralen nicht vor- 
kommen können, Folgerungen, die sich auch auf Grund wesentlich anderer 
Betrachtungen aus der Vieldeutigkeit der Integrale ableiten lassen. 

Die obigen Untersuchungen gestatten eine weitere Ausdehnung auf 
transcendente Beziehungen zwischen Integralen von Differentialgleichungen 
und eine Eintheilung der transcendenten Functionen selbst, auf die ich 
jedoeh an dieser Stelle nicht eingehe. 
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Es mag am Schlusse dieser Notiz noch bemerkt werden, dass die 
bekannten Sätze von Liouville über die Form der Beziehungen, welche 
zwischen einem Integrale 

Syaz, 


worin y eine algebraische Function von x bedeutet, algebraischen-, logarith- 
mischen- und Exponentialfunetionen bestehen, unmittelbar und zwar nur mit 
Hülfe des oben bewiesenen Satzes über den algebraischen Zusammenhang 
von Integralen von Differentialgleichungen und der zur Erkennung dieses 


Zusammenhanges aus jenem Satze fliessenden Methode hergeleitet werden 
können. 


Wien, im Juni 1877. 
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Extrait d’une lettre, concernant lapplication des 
integrales abeliennes & la geometrie des courbes planes, 
adressee aA M. Hermite par M. Lindemann. 


Je me suis beaucoup occup@ de vos recherches sur les courbes 
planes du genre p=1 qui se trouvent exposdes dans votre m&moire insere 
au tome 82 du journal de M. Borchardt. J’ai fini par gene@raliser vos re- 
sultats, en appliquant la m&me methode aux courbes d’un genre queleonque. 
Vous me permettrez, Monsieur, de vous expliquer, en peu de mots, la voie 
qui m’y a conduit. 

Vous faites usage, dans votre m&emoire, d’un theor&me suivant lequel 
chaque fonction doublement periodique de x se represente sous la forme 
d’une somme de plusieurs integrales Z(z) de seconde espece. De mä&me, 
je prends pour point de depart un theor&me, dü & Roch, relatif aux inte- 
srales abe@liennes de seconde espece. Je suppose que les coordonnees x 
et y d’un point satisfont toujours & une &quation algebrique f(x, y) =. 
equation d’une eourbe d’ordre » et de genre p. Alors chaque fonetion al- 
gebrique de x et y qui devient infinie en m points de la courbe f=0 est 
egale A une somme de m integrales abeliennes de seconde espece, attachees 
de la maniere connue A la courbe proposee de genre p; les pöles de ces 
integrales sont respeetivement les infinis m&mes de la fonetion algebrique 
en question. Cette derniere &tant designee par A et lintegrale normale de 
seconde espece dont le pöle se trouve au point x, y, de f=0, par Z. 
on a d’apres la proposition de Roch*): 

ı = u +42 +42+--+A,Z, 
ou les eonstantes A,, Az, ... A, sont essentiellement assujetties & remplir les p 
conditions 
Ay (21, Yyı)+ Ay (aa, y) ++ A, Ya Ym) = 0: 
Ay (a yı) +A, Y. en y)t tr Anh (Ems Ym) 


l 
er 


A, w, a w, u erh pair wi = ®, 


*) Voyez, par exemple, mon edition des legons de Clebsch, t. 1, p. 863. 
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Dans ces relations j’ai pose, pour abreger, 


‚(®, y) p,(x, y) 
nad BEN 
oy oy 


les @quations 

N =t uy)=t ... Play) = 0 
representant les p courbes d’ordre »— 3 qui passent par tous les d points 
doubles de la courbe f=0, de facon que les p integrales normales de 
premiere espece soient donnedes par 


nn pP, (X; y) dr , en p,(%, Y) dx 
u Ki An uf um 
oy . Oy 


Cela pose, jeenvisage les deux fonetions algebriques de x et y que 
volci 


a, #7 RAR FAZ, 

In = ,+B,4,+B,2,+--+B,Z, 

dont les constantes A,, B; doivent satisfaire aux 2p &quations 
Av, (a, Yı)t+ + Av En Ya) = 0, 
Bw, (&,,yı)+'+B.v, (En, Yn) = 0 


Les deux quantites $ et n satisfont evidemment A une &quation alge- 


ba... 


brique F(£,n)=0 de l'ordre m. Eiffeetivement, chaque &quation lineaire 
a£+ßn+y = 0 

est satisfaite par m systemes de valeurs de $, n, son premier membre tant 
une fonetion algebrique de x et y qui a m infinis, A savoir les m points 
x,, Y;- En vertu des relations (1.), la courbe f(x, y)=0 d’ordre » se trouve 
done transformee, par une substitution uniforme, en la eourbe F($,n) = 0 
d’ordre m. ‚Je vais demontrer que ces deux courbes sont du meme genre p. 

A cet effet, il s’agit de determiner le nombre des points doubles de 
la courbe F=(0. J’y arrive par une voie indireete, en determinant d’abord 
la elasse de la eourbe F=0, c’est-A-dire le degr& de sa polaire, comme 
vous lavez fait pour le cas p=1. 

Les eoordonndes des points de cette polaire sont 

” —n' | e 


on nn 


BE 
u —— —— 


Son degre se trouve done egal au nombre des points x, y de f(z,y) = 0 


- en 
er - E 


a 
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qui satisfont a la condition 
2.) -an+Pitren—ng) =. 
Or je peux faire 


Ei nalen a y)de 
een of’ 
(uc+v;y+1) 3 


en supposant que la droite 

3.) we+oy+1l = 0 
touche la courbe f=0 au point z,, y; et que 20,= 0 soit l’&quation d’une N 
courbe d’ordre n—2 qui passe par les d points doubles de f=0 et, en 
outre, par les n—2 intersections simples de la droite (3.) avec la courbe 
f=0. En prenant x comme variable independante, on peut done poser 








zZ. AD, ICH u A: (@, y) J 
| c+uy-+l)p(z, 
tt  Wetny+Dp, y) 








J' etant la derivee d’une integrale queleonque de premiere espece, savoir 


Maintenant j’ai les relations 

I (Art A), 

"= I(B+B 4 +B,2e). 
Or le quotient Z,:/ a 2p infinis situes sur la courbe f=0, dont 2p—2 
sont les interseetions simples de la courbe 9=0 avec f=0, tandis que 
les 2 autres se confondent avec le point z,, y. De m&me, ce quotient a 
2p zeros, & savoir les 

n(n—2)—(n—2)—-2d = 2p 

interseetions simples de la courbe 2,=0 avec f=0, qwil y a en outre 
des »—2 autres interseetions simples de ces deux courbes par lesquelles 
passe en m&@me temps la droite (3.). 

En negligeant le facteur J’ du premier membre de l’&quation (2.), 
ce membre devient done infini pour 2m+2p—2 points de f=0, car la 
fonetion Z; est infinie du second ordre pour le pöle de l’integrale Z,, et, 
dans l’expression $7'—n5’, chaque fonetion Z; ne se trouve multipliee que 
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par des integrales Z, dont les indices sont differents de ©. Par eonsdquent. 
les zeros de ce premier membre sont en m@me nombre. Ainsi la elasse 
k de la courbe F=0 se trouve determine par 

k = 2m+2p-2. 
D’autre part, on a d’apres les formules de Plücker: 

k = 2m+2n-—2, 
en designant par r le genre de la courbe F=0. Il en resulte que n = p. 
Notre demonstration est done complete. 


Würzburg, 2 juillet 1877. 


Journal für Mathematik Bd. LXXXIV, Heft 4. 
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Extrait d’une lettre de M. Hermite a M. Lindemann. 


we Les formules que je erois d’une grande importance, par lesquelles 
vous representez les eoordonnees d’une eourbe d’ordre m et de genre p, ren- 
ferment-elles le nombre maximum de eonstantes arbitraires qu’elles eom- 
portent, «’est-A-dire 
Im(m +3) —[4(m—1)(m—2)—-p! = 3m—1-+p? 
Pour p=0, les expressions des coordonnees etant: 





B C 
an r nn za - 
' A’ A’ 
otı A, B, C representent des polynömes du mi®me degre ent, on peut d’abord, 
. “ . » ° 2) ’ . a ! * “ 
si l’on remplace cette variable par la fonetion lineaire — e ‚ diminuer de 


trois unites, en disposant de «, P, y, le nombre des constantes que con- 
tiennent ces formules. On peut encore dans les r&sultats de cette substitution: 
€ 

A 

supposer egal A lunite le coeffieient de la puissance la plus &levee de t, 
dans le denominateur A, par exemple; et ainsi le nombre des arbitraires 
se reduit A 


c 


— .ı 
u A iu 


_ 


2(m+1)+m—3 = 3m-—1. 
Pour p=1, les formules 
= &+A2(-4)+4%Z(lt—b)-+- + A, ZÜi-t,), 
n = nm+B,Z(t—t)+B, Z(t—tb) +. +B,„Z(t-1,) 


mettent en @vidence, d’une part les residus, A,, A....; Bı, B;... e’est-A-dire 


Un 


2(m—1) constantes, A cause des conditions FA=0, FB=0, puis les 
quantites &, &,... £, qwil faut reduire A m —1 arbitraires, puisqwon peut 
remplaeer £, par £+t,, par exemple. Si Yon ajoute A ces constantes le 
module ainsi que $, et 7,, on trouve bien en definitive le nombre 3m. 

Apres avoir appele votre attention sur ce point, permettez- moi de 
vous dire, de quelle maniere j’exprime qu’une courbe f(z, y) =0 admet d 
points doubles. Je considere A cet effet les relations 


df a df ER 


BEER fir, y); de dy 


ee te Re 


nt nn . 
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et jobserve que le resultat de l’elimination de z et y sera une &quation 
en a: II(a) = 0 dont les racines representeront les diverses valeurs que 
prend f(z, y), quand on y remplace z et y, par les solutions des equations: 


d d , . ! 
1 =(, E —(. Par eonsequent le nombre des points doubles est donne 


par le nombre des racines a qui sont @gales A zero. ÜCeci pose, nommons 
a,b, ec, .... 'k les eoeffieients de f(z,y) et supposons que le terme inde- 
pendant des variables soit 4. Il est @vident que l’equation //(u)= 0 se 
formera au moyen du diseriminant relatif A l’&quation proposee, en y 
remplacant A par k—u, de sorte qwen representant ce diseriminant par 
II(a,b,c,...k), on aura 

IIKu) = II(a, b, c, .... k—u). 


Les eonditions pour que la courbe f(x, y) = 0 possede Ö points doubles. 
peuvent done s’obtenir au moyen du diseriminant, sous la forme suivante: 
dlI d’/I d’-1JI 


II — 0, dk = 0, dk? ' ER. dk 1 


Paris, 13 juillet, 1877. 


=(). 


38* 



























300 


Extrait d’une seconde lettre, concernant l’application 
des integrales abeliennes A la geometrie des courbes 
planes, adressee a M. Hermite par M. Lindemann. 


r 

a \ 08 beaux resultats au sujet des eonditions pour qu’une courbe 
plane ait plusieurs points doubles m’ont extremement interesse. J’ai essaye 
dappliquer votre ingenieuse methode aux cubiques planes; jobtiens, je 
erois, sans diffieulte les m&mes resultats que on doit, a leur egard, aM. 

Gundelfinger. et exemple m’a fait remarquer que vos equations 
0: en _ 

dk ° dk3-i 

renferment, en. meme temps, les conditions pour l’existence de d points 
doubles et pour l’existence d’autres singularites plus compliquees. Ainsi, 


0, 


>» . AII ” A . ° ° . 

l equation A —() doit ätre satisfaite, ou bien si la courbe f=0 a deux 
points doubles, ou bien si elle a un point de rebroussement. En effet, 
quand on remplace la droite a liinfini par une droite queleonque 


= +9: +0, =U\, 
on a l’equation 


f(zı, &, S5)—-uvi=0 au lieu de f(z,y) = u. 
Supposons que f=0 soit une cubique plane. Son diseriminant est 7=S’-6T’: 


) y e dII .. Er e 
au lieu de l’equation —=(), il faut considerer la suivante 


dk 
oII 
“00,0%, = (0) 
ER PERER 
en posant 
fa, Is %;) ne 2 0,,%;%,%;. 


Oron a (v. les lecons de Clebsch, p. 547, tormule (14.) et p. 956, formule (30.)) 


3S ) 

OX © ır 

2 .-—900, =42, 2-— 0,00, =6T. 
Odixı Ol; 


Par consequent, la eubique a deux points doubles, si l’on a, quelle que 
soit la droite e,—= (0, 
S’=-6TT = 0 
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ou bien, eu egard A lV’equation = 6T’, 

ST-Tr=0, 
comme il est enonee par M. Gundelfinger. Or, cette relation est aussi satis- 
faite, i S=0 et T=0, d’est-A-dire, si Ja courbe f=0 a un point de re- 
broussement. — 

Vous avez bien voulu appeler mon attention sur la question du 
nombre maximum des constantes arbitraires d’une eourbe F(£,n) = (0 dont 
les points sont representes par 
= 5, +A4 +24 +42, 

n = nm+B, 24, +B,2,+--+B,Z.: 


Is 
I 
ı 


Cette question se r&esout, je erois, quand on suppose connu ce theoreme que 
le nombre des modules de la courbe f=0, dont dependent les integrales 
Z 

reme de Roch, jai 2p relations entre les quantites A, et B. I nv en 


„ est egal A 3p—3, p Etant le genre de f=0. En effet, d’apres le th£o- 
a done que 2m—2p qui restent arbitraires. Si Von y ajoute les 3p—3 
modules des integrales Z,, leurs m infinis et les eonstantes &,, 7. le nombre 
total des indeterminees de la courbe F=0 devient bien @gal A 

2m —2p+3p—3+m+2 = 3m+p—1= Im(m+3)—d. 

Mais A cette occasion, voiei une remarque; on peut supposer que ce 
nombre 3m +p—1 soit obtenu par des eonsiderations geometriques. Alors le 
raisonnement pr&eedent donne une voie assez rapide pour parvenir au nombre 
3p—3 des modules de la eourbe f=0, resultat dont toutes les demon- 
strations donndes jusquici me semblent bien compliqudes. Ce raisonne- 
ment ne s’applique pas aux casp=0 et p=1, car alors on peut rednire 
le nombre des arbitraires par les procedes que vous mentionnez dans votre 
lettre. — 

J’espere ne pas vous fatiguer, Monsieur, en vous eommuniquant 
encore une demonstration du prineipe de eorrespondance, dü ä MM. Cayley 
et Brill; car c’est encore le theoreme de Roch et votre methode d’en faire 
usage pour des problemes algebriques, qui m'ont fourni les moyens d’achever 
cette d@monstration. . 

Je vais considerer une fonetion rationnelle 4 de z, y qui am=a+y | 
zeros et autant d’infinis, en supposant que les ceoordonnees x, y solent tou- R 
jours assujetties A une relation algebrique f(x, y) = 0, &quation d’une eourbe 


de genre p. En appliquant les m&mes notations dont je me suis servi 
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dans ma premiere lettre, j’ai 





1) = 4+A4a,y)+AZla,Yy)+ +4,28, Y). q 
Les eonstantes A, satisfont, d’apres le theoreme de Roch, aux p relations: d 


\ Y h (x , Y ) p.(®, Y,) Pr (a, Yın) | I 
(2. A —— + A +. + A, I ee N 
\ ) l of T 2 öf + + Mm of 
oy, oy, OYyın 
= 132 ..3 
Je suppose maintenant quil y ait 7 zeros de la fonetion A situes 
infiniment pres d’un point donne x’, y’, de sorte que l’on ait \ 





















u+rSAZla,y) = 0, 
ZAZ, (2, y') =(\, N 


(3.) 
ZA @,y) = 0, 
ou Zi designe la Aieme derivee de Z, par rapport A la variable indepen- | 
dante. En vertu de ces y relations et des p relations (2.), y+p des quan- 
tites A, se determinent en fonctions des autres m-p et des fonetions 
Z’(z,y). L’equation A=0 etablit done une dependance qui fait corre- 
spondre A chaque point x’, y', e=m-—y points z, y distinets du point 
x, y et, en outre, y points qui se confondent avec x, y'. D’apres la 
signifieation eonvenue c’est une correspondance (ce, P), dans laquelle je vais 
determiner d’abord le nombre , nombre des points =’, y’ qui, reei- 
proquement, correspondent A un point x, y; ensuite je considererai le 
nombre des coineidences. 

En caleulant y+p des quantites A, (A,, Az... A,;, par exemple) & 
laide des equations (2.) et (3.). vous les trouvez sous forme de certains 
determinants. Le nombre des zeros de chacun d’eux, regard& comme fonetion 
de x, y, doit etre egal au nombre de ses infinis; il se determine done de 
la maniere suivante. 

i Dans le denominateur d’une fonction ZP (x, y). vous trouvez le facteur 
(2 ) lequel est egal & 


u (2 2 y) 5. 


J' designant, comme precedemment, la derivee d’une integrale J de premiere 
espece. Considerons maintenant, au lieu des fonetions ZP, les fonetions 
Hz, y).J" = ZU (a, y). 
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La fonetion H(z,y) est infinie de l’ordre k aux 2p—2 zeros de p(z, y) 
qui ne se reunissent pas aux points doubles de f=0; et elle a un infini 
de Vordre k+1 au point &,, y,. Si l’on neglige les facteurs J” des premiers 
membres des equations (3.), eelles-ei deviennent 


M+EAZ(,y) = 0, 


(4.) N FREE | 
| SAH”@,y)=0, k=1,2,... y—. 
En caleulant maintenant les quantites A,, As, ... A,,, au moven 


des relations (2.) et (4.), vous obtiendrez des expressions lineaires de plu- 
sieurs - produits de fonetions Z, et H”. Le plus grand nombre de telles 
fonetions qui se trouvent reunies en un m&@me produit est &gal Ay. Ües 
expressions deviennent done infinies, par rapport aux 2p—2 zeros simples 
de p(z,y), de la m&me maniere que la fonction 

Z,H;H, ...H\Y»; 


elles sont, par consequent, infinies de l’ordre 
1+2+5+.-+(-1) = y(y—]) 
en chacun de ces 29—2 points. En outre, chacune de ces expressions a 
m infinis de l’ordre y, savoir les points z,, y. En somme, les infinis d’une 
des quantites A,, ... A,,, sont au nombre de 
Larla 2.0 s ar u — A BEE en d a 
17(7-Dap-2)+my = ya+yly-Dp+7. 
Il s’en suit que les zeros des „+p quantites A, dont il s’agit, sont en m@me 
nombre. Par consequent, la fonetion A, consideree comme fonetion de «', y’ 
en vertu des equations (3.), devient nulle en 


yatyy-Dpt7 
points. Or il est aise de voir que 7 de ces points se eonfondent avee le | 
point x, y (voir, par exemple, les „lecons de Clebsch,“ p. 443). Done, le 'R 
nombre 5 des points x, y’ qui correspondent A un point x, y et qui sont 
distinets de ce point, se trouve Egal A 


5) P=eyle+y-VDpl=7m-1+y-Dp—N). 
Il est deja fixe par les nombres « et y, resultat que j’ai prouve d’une 
autre maniere dans mon edition des lecons de Ülebsch (p. 735). 

Le nombre des coineidences de la eorrespondance (e, ),, ainsi 
definie, s’obtient maintenant, quand on ajoute aux 7-+p equations (1.) et (4.) 
’equation 


6.) AHr(e,y)+AHNE,y)++A,HP(a,y) = 0. 
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En eliminant les 7+p quantites A,, ... A,;,, on trouve pour resultant un 
determinant dont on determine le nombre des zeros de la m&me maniere 
aue nous venons de trouver le nombre 5. En effet, ce determinant a un 
infini d’ordre 
1+2+5+..+4+y = yyH+D 
en chaque zero simple de p(z,y), et il a pour infini d’ordre „+1 chacun 
des points z,, y. Le nombre total de ses infinis et, par eonsequent, de ses 
zeros devient done egal A 
Yy+D@p-WD2+mYy+l) = Y+D[m+y(p-V] 
== ++ 2yp; 

resultat qui s’accorde bien avee la formule etablie par MM. Cayley et Brill. 

Ce raisonnement ne s’applique pas immediatement aux cas ot la 
courbe = 0 qui determine les points z, y, correspondant A x’, y’, se de- 
compose en plusieurs eourbes, touchant la courbe f=0 en z', y’ par des 
contaets de divers ordres. Alors le nombre $ n'est plus determine par la 
formule (5.); mais avec quelques legeres modifications, on obtient tou- 
jours la valeur «+P+2yp comme nombre des coineidences, y_ etant 
maintenant le nombre total des zeros de la fonction A qui se confondent 
avec le point «', y'. 

Pour le cas y=1, ces procedes sont tout-a-fait analogues A ceux 
que j’ai pris la libert@ de vous communiquer dans ma premiere lettre. 
Eftectivement, la elasse de la courbe transtormee F(S5, 7) = 0 doit etre Egale 
au nombre des courbes du faisceau 

S+kn = 
qui touchent la courbe f=0. L’equation (6.) est remplacee maintenant par 
E+kn =. 


















Le nombre cherche est done bien &gal au nombre des zeros ou des infinis 
de la fonetion Sn —n$ (v. p. 296). 
Würzburg, 19 juillet 1877. 
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Ueber das elektrodynamische Grundgesetz. 


(Von Herrn H. Lorberg in Strassburg.) 





$.1. Einleitung. 


In 82. Bande dieses Journals leitet Herr Clausius ein neues Grund- 
| gesetz für die gegenseitige Wirkung zweier bewegten Elektrieitätstheilchen 
ab, indem er zuerst die allgemeine Form für den Ausdruck dieser Kraft 
| aufstellt, falls derselbe nur die ersten und zweiten Differentialquotienten der 

Coordinaten nach der Zeit, erstere bis zum zweiten, letztere im ersten Grade 

enthalten soll, und die darin vorkommenden unbestimmten Functionen der 

Entfernungen durch gewisse, für geschlossene Ströme geltende Erfahrungs- 

thatsachen und durch das Prineip der Energie bestimmt. Bezeichnet man 

mit 4 einen Differentialquotienten nach der Zeit, welcher sich nur auf 
’ 


d 
di 
für das zweite Elektrieitätstheilchen e’, und setzt die z-Componente der 


von e’ auf e ausgeübten elektrodynamischen Kraft = ee'X, so lässt sieh 
das Clausiussche Gesetz folgendermaassen ausdrücken: 
| 
d 


’ k ld’ (r? l 
(a.) K=— d EN 


/.6 , ey! & d /d”R 

2 de dt’ Ta? N: it de \ dr’ ): i 
wo R eine unbestimmte Funetion von r ist. Herr Clausius leitet dieses 
(fesetz unter der Annahme ab, dass in einem Stromelement sich gleiche 
Mengen positiver und negativer Elektrieität befinden, dass aber nur die po- 
sitive Elektrieität strömt, während die negative mit dem Leiter fest ver- 
bunden ist; indessen bemerkt er, dass man genau dasselbe Resultat erhalte, | 
wenn man annimmt, dass beide Elektrieitäten mit beliebigen, entgegen- 
gesetzten Geschwindigkeiten strömen, — was aber, wie die folgende Unter- | 
suchung zeigen wird, nur in dem Falle richtig ist. wenn diese Geschwindig- a 
keiten nicht gleich sind —; und in den Anwendungen, welche er später 
von seinem Gesetz gemacht hat *), legt er auch diese allgemeinere An- 
schauung zu Grunde. Auf einige auffällige Abweichungen dieser Folge- Kr 


die Bewegung des ersten Elektrieitätstheilchens e bezieht, mit dasselbe 





*) Pogg. Ann., Neue Folge, Bd. 1. 
Journal für Mathematik Bd. LXXXIV. Heft 4. 39 
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rungen von der bisherigen, aus dem Weberschen oder Helmholtzschen Gesetz 
abgeleiteten Theorie möchte ich zunächst aufmerksam machen. 

Bezeichnet man ‚mit e und —o, die DOBIEIDERg OBER WISEgBGENG der po- 
sitiven und negativen Elektricität in dem Leiterelement ds, mit ©’ und —e, 


dasselbe für das Leiterelement ds’, ferner mit = und = Differential- 
quotienten, welche sich auf die Bewegung der Leiterelemente ds und ds’ 
beziehen, mit » und A’ die in der Längeneinheit der zwei Leiter befindlichen 
Mengen positiver (oder negativer) Elektrieität, so dass e=hds, e = h'ds', 


wen * U v, o+v R 2... 
die Stromintensitäten J=h- ze ‚= aa sind, so hat man für die 


Theilchen +e, +e' zu setzen 
Ö d’ d ö’ 
FatH artatn 

und indem man für die negative Elektrieität nur e und e’ mit —e, und 
—r,. h und A mit —h und —%h vertauscht, erhält man aus (a.) für die 
Summe der von der positiven und negativen Elektrieität in ds’ auf die 
positive Elektrieität in ds ausgeübten Kräfte, wenn beide Leiterelemente 
sich bewegen und ihre Intensität ändern, folgenden Ausdruck, worin 


De 2 2 da 2 A Arch. dr »- od ,.d oöÖR _ 
ur. dxds' m tr er 


gesetzt ist, und wo x die Constante des Weberschen Grundgesetzes bezeichnet: 





1 1 
2 u r d’r s r da 
A. 277 Ba. SE a: ne 
Ares x era] 2 de dsds' r ds ds’ 
| 1 1 3 1 
\ „AR Bi Burn x 
(0.) 2 Lo) —ı Er Or“ de’ s P + e r er 0 dp 
a Er ® deds' dt ' ds u. ds! di ds’ 
Ron af E do" — v,) do + ,) ] 
BE 1) ds' * ® ds’ a dı f: 


In der Summe der auf die positive und negative Elektrieität in ds aus- 
geübten Kräfte bleibt nur das erste der vier Glieder dieses Ausdrucks übrig; 
dasselbe giebt also die ponderomotorische Kraft des Stromelements ds’ auf 
ds an; die Resultirende dieser ponderomotorischen Kräfte ist auf ds 
senkrecht. In der nach ds gerichteten Componente der Kräfte X, Y, Z 
fällt mithin das erste Glied weg, die Summe der drei andern giebt folglich 
die nach ds gerichtete, auf die positive und negative Elektrieität von ds in 





a 
di 
al 
el 
yA 


u 
Iı 


1 
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entgegengesetztem Sinne wirkende, d.h, die elektromotorische Kraft an. 
Auffällig in dem Ausdruck dieser elektromotorischen Kraft ist zunächst 


. ! d .. a» . . . - 2) 
das Glied (e”— eo?) 5% dasselbe drückt nämlich eine elektromotorische Kraft 


aus, welche ein ruhender und eonstanter Strom s’ auf einen andern ruhen- 
den Strom ausübt, und welche proportional mit e (e"—v,) =2J' ds’ (v—ev,). 
also nicht lediglich proportional mit J’ ist; auch kann dieses Glied. für 
einen ungeschlossenen Strom s’ durch keine Bestimmung der Function R 
zum Verschwinden gebracht werden, da dann auch das letzte, mit 
dv +r dJ' 

e — n ) = 2db' 7, 
multiplieirte Glied wegfallen, mithin keine elektromotorische Kraft durch 
Intensitätsänderung entstehen würde. Nur die Annahme e’=e, bringt das 
dritte Glied zum Verschwinden: allein unter dieser Annahme ist, wie ich 
im folgenden Paragraphen zeigen werde, das Olausiussche Gesetz nicht das 
einzig mögliche. 

Eine andere, von dieser Annahme unabhängige Consequenz des 
Clausiusschen Gesetzes ist die folgende. Denken wir uns die zwei Strom- 
leiter unveränderlich mit einander verbunden und so in beliebiger Weise 
durch Verschiebung nach einer bestimmten Richtung und Drehung um die 

In . 
Coordinatenaxen bewegt, so haben wir in (b.) = =. zu setzen: da 
' | för’ 
ferner —,, =-4--(7, so erhalten wir aus (d.). wenn der Strom s' 


geschlossen ist, für die durch diese Bewegung entstehende Kraft, welche, ö 
da sie auf die positive und negative Elektrieität in entgegengesetztem Sinne 
wirkt, eine elektromotorische ist, 


1 1 1 
d’ d d 
. 2 f r Öör’ r d /ö'r’ 2 ii [ rör ,., | 
(e). E.= ed deds’ dı ds’ au \ dt ) [a = - ul ne > 
Die von diesen Kräften an dem Leiter s bei der Strömung geleistete Arbeit 
ist also 





h) 


ap rt 2 ef 


r ds’ di N | 
wo []; die Differenz der Werthe des Integrals an den beiden Enden des er. 
Leiters s bezeichnet. Hiernach würde ein geschlossener (oder auch unge- Er 
schlossener) Strom in einem ungeschlossenen Leiter bei einer solchen Be- u 


39 * AR 
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bei welcher 





wegung beider, sich ihre relative Lage und ihr relativer Be- 


wegungszustand nicht ändert, einen indueirten Strom hervorrufen; in einem 























Körper z. B., in welchem elektrische Strömungen — die ja an der Öber- 
fläche endigen können — stattfinden, würde durch eine beliebige Bewegung 


des Körpers nach (e.) in jedem Punkt eine elektromotorische Kraft erzeugt 
und mithin der elektrische Zustand des Körpers verändert werden. Denken 
wir"uns einen kreisförmigen, von einem Strom durchflossenen Draht s’ vom 
Radius o’ (oder auch einen Linearmagneten) mit einer Winkelgeschwindigkeit 
y um seine Axe gedreht und den einen Theil Z einer geschlossenen Leitung 
an der Axe befestigt und mit dieser gedreht, während der andere Theil 7 
ruht, so entsteht an dem letzteren keine elektromotorische Kraft; denn in- 
dem wir = 0, 2 = yo jy setzen, erhalten wir aus (b.) 


1 1 
0 — d 
h 4 i f ei Fr r Öö« ' 
e) Bez) I a a er 


dagegen entsteht in dem Leitertheil Z und mithin in der ganzen geschlossenen 
Leitung ein Strom, für welchen nach (d.) die bei der Strömung geleistete Arbeit 


N A= Ef) de 


ist, wo der Werth des Integrals sich auf den beweglichen Endpunkt von L 
bezieht. Derselbe Strom entsteht auch, wenn sich Z allein dreht; denn in 


diesem Falle haben wir in (b.) = =(, z = —yo' 2 zu setzen. und er- 
halten 
z | ” 
Ss ‚ SS er d’r? d’r’ . r ; 
A, = x JI yo ? ds ds” 1 dsds’ ds’ ds ds 


"yo //\-; 1 Zu Zi». + — =i- (7 )| dsds' = A. 
Allerdings ist dieser unter dem Namen des „Plückerschen“ in letzter Zeit 
mehrfach besprochene Versuch, von welchem Webers „unipolare Induetion“ 
einen speciellen Fall bildet, nicht geeignet, eine experimentelle Entscheidung 
zwischen dem Clausiusschen und dem Weberschen Gesetz herbeizuführen, 
so lange man nur den in der Leitung indueirten Gesammtstrom. beobachtet; 
denn nach dem Weberschen Grundgesetz entsteht ein durch genau dieselbe 
Gleichung (f.) ausgedrückter Strom, und zwar sowohl wenn der Leitertheil Z 
allein, als auch wenn Z und s’ gemeinschaftlich gedreht werden; der Unter- 
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schied liegt nur darin, dass im letzteren Falle nach dem Weberschen Gesetz 
der Strom nicht durch Induetion an Z, sondern an Z entsteht, nach dem 
Clausiusschen (Gesetz dagegen beide Male durch Induetion an L. Eine Ent- 
scheidung liesse sich nur dureh Untersuchung der Vorgänge in den einzelnen 
Leitertheilen Z und Z’ selbst gewinnen, oder dureh Untersuchung der Strö- 
mung in einem nicht linearen Leiter, in welchem die Drehung eines Kreis- 
stromes oder Linearmagneten um seine Axe nach dem Weberschen Gesetz 
eine durch die Gleichung (e.) ausgedrückte oder gar keine elektromotorische 
Kraft hervorruft, je nachdem der Körper ruht oder sich mitdreht, während 
es nach dem Clausiusschen Gesetz, den Gleichungen (e.) und (e.) zufolge, 
verade umgekehrt ist. 

Eine nähere Untersuchung ergiebt nämlich Folgendes: Wenn eine 
Stromspirale oder ein Linearmagnet (d. h. ein Magnet, welcher näherungs- 
weise durch eine geradlinige Reihe magnetischer Moleküle mit zusammen- 
fallender Axenrichtung ersetzt werden kann) sich mit constanter Geschwindig- 
keit um seine Axe dreht, so findet nach dem Weberschen Gesetz in einem 
ruhenden Körper im stationären Zustand eine Entwickelung von freier Elek- 
trieität im Innern und an der Oberfläche Statt, nach dem Clausiusschen Ge- 
setz dagegen, der Gleichung (e.) zufolge, gar keine Wirkung: eine Conse- 
quenz, welche sich experimentell prüfen lassen muss. Wenn ferner ein 
beliebiger geschlossener Strom oder ein Magnet mit einem körperlichen 
Leiter fest verbunden ist und mit diesem zugleich um eine beliebige Axe 
gedreht wird, so würde nach dem Clausiusschen Gesetz in dem dabei noth- 
wendig mit der Zeit eintretenden stationären Zustand im Innern und an der 


Oberfläche des Leiters eine Entwiekelung von freier Elektrieität stattfinden, 


mithin auch ein Magnet selbst durch blosse Drehung um eine beliebige 
Axe elektrisirt werden: eine Folgerung, welche auch ohne vorherige Üon- 
trole durch das Experiment geeignet erscheint, gegründete Bedenken gegen 
die Richtigkeit des Clausiusschen Gesetzes zu erwecken. Allerdings hat kürzlich 


Herr Riecke *) dieselbe Folgerung aus einer Theorie gezogen, welcher er 


das von Herrn Weber aufgestellte „Grundgesetz der Magnetinduetion“ zu 
Grunde zu legen behauptet, ohne indess a. a.0. eine solche Ableitung zu 
geben; ich glaube aber 


**), nachgewiesen zu haben, dass die Formeln des 


*) „Zur Theorie der unipolaren Induction und der Plückerschen Versuche‘. 
Pogg. Ann., neue Folge, Bd. I. 

**) „Ueber Magnetinduction und über einige Folgerungen aus dem Clausiusschen 
Grundgesetz der Elektrodynamik“. Pogg. Ann. Ergänzungsband VII. 
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Herrn Riecke dem Weberschen Grundgesetz widersprechen, sowie sie sich 
auch, soweit mir bekannt ist, auf kein von Herrn Weber etwa unabhängig 
von seinem elektrodynamischen Grundgesetz aufgestelltes „Grundgesetz der 
Magnetinduetion“ stützen können. Ich will die erwähnten Resultate im 
Nachstehenden kurz ableiten. | 


um eine feste Axe dreht; die Geschwindigkeits-Componenten eines Punktes 
(z',y',z') desselben nach den Coordinatenaxen seien 

öx' i öy' öz’ 

„Ver: Bu I — ' u 2 — a ' en PER ErE Bi: !. 

a Ps, area, a awg-Pe; 
die Geschwindigkeits-Componenten eines mit demselben fest verbunden ge- 


dachten Leiterpunktes (z, y, 2) sind dann role u A yy ete., und es ist 


dt 
dr ör x . . . 
+ = 0. Ferner seien die über den - ganzen Strom ausgedehnten 


dt 
Fra Sn Fe 


Integrale 
Die elektromotorische Kraft des Stromes s’ auf die im Punkt x befindliche 
positive Elektrieitätseinheit ist dann nach dem Weberschen Gesetz 


= ZI 1 dr dr d a 

= Alla water 

folglich für einen um seine Axe gedrehten Kreisstrom, wo das erste Glied 
verschwindet, 


: dF 
| ae 
] B 4 / 1 dr dr Bil. 4 f # dr k 1 dr’ d’r ! 
( A.) | F a Pr. J -; ds’ di ds = „® J di ( 5 ds’ 4 dsde )+ .. | ds 
4 dx öy ö3 
| Ar rc) 


Wird also eine Stromspirale mit der constanten Winkelgeschwindigkeit 
y um ihre Axe, welche wir zur 3-Axe nehmen, gedreht, so ist für eine 
einzelne Windung vom Radius AR, und der Coordinate 3=z, der Werth von 
F in einem Punkt mit den Coordinaten R=Yx’-+y, z 


a) 4 ! / 4 r "ER ec : Br 
F= u) r(@B—yA) = „., yRuRf ZN 
(B.) | | | / 
BE...) 8 R,Ryi-+-k 


TER AM, 


Es sei s’ ein geschlossener Strom von der Intensität J’, welcher sich 


d 
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wenn F, und E, die vollständigen elliptischen Integrale erster und zweiter 


Gattung vom Modul 


x — _R+R’+@- 3)’ VRR HR’ +G@— =)" —ARER® 
2R, R 
bedeuten. Für einen unendlich kleinen Strom oder ein magnetisches 
Molekül von dem (in elektromagnetischem Mass gemessenen) Moment M, 
dessen Axe der z-Axe parallel ist, wird 


d- v2 3 
(B'.) ZI A- u > m 


dy % 2 dc 


folglich, wenn das Molekül auf der z-Axe im Punkt z=£ liegt und sich 
mit der Winkelgeschwindigkeit 7 um dieselbe dreht, 


1 1 
d— d- 
„ un T. r r I Y2, dr v2, dr 
(B .) - Mn r +y dy "—M/ or= z M; de’ 


mithin für einen auf der z3-Axe zwischen {={£, und {={£, liegenden 
Linearmagneten, wenn wir die Menge nordmagnetischen Fluidums eines 
Molekiüls mit u erg also M= ud£ setzen, 


(B")) F = 2, lu ()- (52) ei e 7]. 


Es befinde sich nun in der Nähe des sich ütchesiken Magneten ein ruhender 
körperlicher Leiter; es wird dann in demselben ein stationärer Zustand ein- 
treten, in welchem die Stromdichtigkeiten nach den Coordinatenaxen «, ®, w 
sowie die Dichtigkeiten e, e der im Innern und auf der Oberfläche ver- 
breiteten freien Elektrieität blosse Functionen der Coordinaten sind; da dann 
die inneren Ströme keine elektromotorische Kraft ausüben, so gehen die 
bekannten Kirchhoffschen Gleichungen in folgende über, wenn (2 das Po- 
tential der freien Elektrieität, % die Leitungsfähigkeit, dN das Element der 
nach Innen gerichteten Normale der Oberfläche und 4, u, v ihre Winkel 
mit den Axen bedeuten und 


2+F=H 
gesetzt wird: 
C u  dH ” ii u . SA. 3 
es a = Te Er Ale 


du dv d w 
dy ds 





=V, wacosA+Pcosutwceosvr =\. 




























312 Lorberg, über das elektrodynamische Grundgesetz. 


dH ) a 
Daraus folgt 4H=0, qy 9% aus der ersteren dieser Gleichungen ergiebt 


sich, wenn dr das Volumelement, do das Oberflächenelement des Körpers 
bezeichnet, 


= fnanar = Sr ae 
SCH HH) +) ler fa Mao SEHR ar, 


a. d i 
folglich, da z —=0 ist, H=const.=0, da für F=0 auch 2=0 sein 


muss: mithin 
E) 2=-F u=ve=w=!N. 


Daraus folgt dann mittelst (2’".) 


F 1 
d 
1 v2 | r 
PEORIERESGE \ +42 Du - WERTE u 6 2 
F) \: en Si AR = Fa EA ie), Re 





fr: d£ , 
d£ 


I,__ ty Mey Ad dr | dR, 

\ An\dN dN An \dN dN 
wo (2, den im äusseren Raum stattfindenden Werth von 42 bezeichnet. 
welcher sich in bekannter Weise aus dem im Innern stattfindenden Werth 
(2= —F ergiebt. Um das Vorstehende auf ein möglichst einfaches Beispiel 
anzuwenden, wollen wir den Leiter als eine Kugel vom Radius « und den 
Linearmagneten auf der Verlängerung eines Durchmessers derselben an- 
nehmen und « für alle Punkte des Magneten als constant voraussetzen. 
Führen wir Polarcoordinaten oe, 9, p ein und bezeichnen mit P"(eos$) die 
Kugelfunetion z'er Ordnung, so ist der dem Ende {, entsprechende Werth 


von (2 
n—1 0" n+1 e"t? 
() — P me Y n > hy 
2 Prem >( nl &  3n+3 gr -JP (c083 
yY2 art! n—iI n-+1 art? : 
DEN. KT ER a Fi n 
52 s yuZ HT ET IT or „)P (COS 9), 


tolglich die dureh den ganzen Magneten auf der Oberfläche entwickelte 
elektrische Diehtigkeit, wenn wir u,= u, setzen, 
2 —I)(2n +1 1 1 
oe - a > nn a"(-; 2. 5) 
| Anz a 2n—1 n 
n-+? 1 1 >n C 
—(n+l)a 2 TR )|7 (COS I, 


>9 


(@.) 






u 





‚rn = trZ7 
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und die Elektrieitätsmenge der ganzen Kugelfläche 


y2 1 1 
E = m. “| TUT 5 

az (z 5; 

Für ,=®, 2 = x wird hiernach an dem dem Pol zunächstliegenden 
0 
Punkt der Kugel 
9 v2 Yu, | 4 ıvV. k 1+yr 
hd Fe Wer 


Nach dem Clausiusschen Gesetz dagegen würde gar keine Wirkung auf 
den Leiter stattfinden. 

Um die zweite der oben erwähnten Consequenzen des Olausiusschen 
Gesetzes zu entwickeln, denken wir uns einen beliebigen geschlossenen 
Strom s’, welcher mit einem körperlichen Leiter fest verbunden ist und mit 
diesem um eine im Raum feste Axe gedreht wird; derselbe übt dann nach 
dem Clausiusschen Gesetz nach Gleichung (e.) in dem Punkt x des Leiters 
eine elektromotorische Kraft aus 


R ni ‘1 dr öÖr b dF 
et, ’ EM r ds’ dt che da ’ 
wo F den durch die Gleichung (A.) gegebenen Werth hat: oder 
dF 
„ & = - 
(H. X dr 


wenn die Drehung im entgegengesetzten Sinne wie bei dem vorigen Ver- 
such geschieht. Ersetzen wir den Strom durch ein magnetisches Molekül 
vom Moment M, dessen Axe der Drehungsaxe, welche wir wieder zur 
z-Axe nehmen, parallel ist und von derselben den Abstand A, hat, so wird 
nach (B'.) 


2 d d 2 2 d’r . 
h) ; _ r | 
F a rg x B My u dr ni Y dy u 14 My dz’ w Ru dR, 


Für einen körperlichen Magneten, welcher in einem Volumelement dr, eine 
Anzahl gdr, magnetischer Moleküle enthält, deren Axen sämmtlich der 
z-Axe parallel sind, ist also in einer Entfernung R von dieser Axe 
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d 


MD F=-EyrZ (Fan "| “+ / gMrar,+/gMR, 


während für einen auf der Drehungsaxe liegenden Linearmagneten F durch 
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die Gleichung (B.”’) bestimmt ist. 
wir nun offenbar die bisher als unbeweglich betrachteten Coordinatenaxen 
auch als mit dem gedrehten Körper fest verbunden annehmen; im stationären 
Zustand sind dann u, vo, w, e, e blosse Functionen der Coordinaten, von 
denen die drei ersteren den Gleichungen (D.) genügen. Um die elektro- 
motorische Kraft zu berechnen, welche die in einem Volumelement dr’ 
stattfindenden Sirömungen «, v', w in einem Punkt x des Leiters ausüben, 
wollen wir zuerst die zwei letzten Glieder des Ausdrucks (b.) betrachten. 
Multiplieiren wir dieselben mit 2, = h und beachten die Gleichungen 
_.dhe) _ d(Wv,) _ dh 
ds’ ds’ dt 
so ergiebt sich 
h(e"—e,') = hi ro 4 m 0 = % 


ds’ 


d(v- 
eg 


13 (gg } a atee) du) oh u. 
_— 2; [ho ’— 9, Yf]+f|-e ds’ v, ds’ -H dt (hie +0,))-(o’+D,) dt 


d dJ' 

— 2 — v—-v J' 2 . 

ds’ [ JIfl+ a 
da nun der zweiten der Gleichungen (D.) zufolge sämmtliche Stromeurven 
geschlossen sind, so fällt durch Integration über eine Stromeurve das erste 


. . dJ' EEE 
dieser zwei Glieder fort; ebenso das zweite wegen —, = 0. Die übrigen 
Glieder, mit e'=h'ds’ multiplieirt, lassen sich unter Berücksichtigung der 
Gleichungen 


dr ö'r dx! ör’ 
ara are) 
folgendermaassen schreiben: 
er ] ae 


raw at Er u 


j Ei 
dl "r 9 dp 


era MD 
"de ds dt J des 


em 4 ara, IR Ir“ r öX dp 


== ni ds’ 
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Bezeichnen wir also die resultirende Stromdichtigkeit mit 9’, setzen 
J'ds' = 9'dr' und beachten die Gleichung 

PERL. ‚_d ‚d 

ar er ur ur 


» 


Bei dem vorliegenden Problem können 
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so wird die von dem ganzen Körper ausgeibte elektromotorische Kraft 


RE 70 EEE N U 
=> u +0 — +w' < dr' 


x’ de 


Nun ist aber den Gleichungen (D.) zufolge, wenn do’ ein Element der 
Oberfläche bezeichnet, 

 [T dp) d(vy) , d(w'p) du’ do! dw’ )] 
AG = + ‚Jar! R /|- da a Laer u Tay ar 7) 


du 
da’ 


= — [piu'cosa +v'cosu +w'eosr)do'—/y + )dr' = — (): 


E, erhält also die Form 


dG 
dr 


(J.) E, En 
Setzen wir also 
2+F+G=H, 
so wird der elektrische Zustand des Körpers wieder durch die Gleichungen 
(©) und (D.) bestimmt, aus denen H= const.=0), u=et=ı=(, mithin 
auch @=0 folgt. Es ergiebt sich also eine dureh die Gleichung (E.) be- 
stimmte Ansammlung freier Elektrieität im Innern und an der Oberfläche 
des Leiters. Für einen mit der Drehungsaxe zusammenfallenden Linear- 
magneten gelten mithin wieder die Gleichungen (F.) und (@.); für einen 
körperlichen Magneten haben wir nach Gleichung (].) 
TUR 1 y2 e 
(K. 6 — IF= dr.. 
(K.) An Inn? de’ / 
Lassen wir den Leiter mit dem Magneten zusammenfallen,. so haben 
wir nach Gleichung (7.) 


/2 d a'M' 
( = Ron ) “ q ' 
A) al R r2 yR an, r dr, 
woraus 
| ER. »__ 2/2 [ R dgM) A Ed (My 
(M.) €e = An AF _—- r qM + 2 AR u; Ar uf - dr |. 


Der Magnet sei z.B. ein um seine Axe, die z-Axe, sich drehender Uylinder 
von der Länge 2{ und dem Radius A,, dessen Mittelpunkt im Coordinaten- 
40 * 
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und diejenige zweiter Art, welche für x = 
tieuläre Integrale der Differentialgleichung 






a A SR 


dx x dx ‘x 


so ereiebt sich aus (L.) 


ra 


(N.) 


Q en 


vg VRR, K R,v) J'( Re) sin {vo cos zo ann 


anfang liegt; nehmen wir qM für alle Punkte des Magneten als constant 
an und bezeichnen mit J’(xz) und K”(x) die Besselsche Function erster Art 


x verschwindet, also zwei par- 


| 8Y2 ARE nn do 
() ins 0 0 . 08 Z: 
I SL, Ri f KöCR.e) K( Re) sın So c08 30 i 
woraus 
h 4 /2 = - - N . ‘> 
| &ı- — yqMR,/ K'(R,v)J"(Re)sin So coszo do, 
2y2 ° K'(o) 
(G.) e = = — yqMR, 1%) Je )K’(e) 
I/a " ; . “ i ang OR D 
| +J/ (eK (eo)lsin(g o)cos(z; e)dr. 


Wenn man auch die Annahme, dass nicht blos die relative, sondern 
auch die absolute Bewegung zweier Elektrieitätstheilchen, etwa gegen den 
umgebenden Aether, eine Kraft zwischen ihnen hervorrufen könne *), nicht 
von vornherein verwerfen kann, so macht doch namentlich die letzte der 





im Vorhergehenden entwickelten und — abgesehen von etwaigen praktischen 
Schwierigkeiten — einer experimentellen Prüfung zugänglichen Folgerungen 


jene Annahme nicht eben wahrscheinlich; jedenfalls würde bei einer der- 
artigen Mitwirkung des haumes die Kraft nur scheinbar von den beiden 
Elektrieitätstheilchen selbst ausgehen, und das Gesetz hätte, sofern es von 
den dabei eigentlich wirksamen Kräften keine Rechenschaft giebt, etwas 
Unbefriedigendes; auch die von Herrn Clausius bei Ableitung seines Ge- 
setzes gemachte Anwendung des Prineips der Energie scheint nur dann 


*) Herr Clausius spricht diesen fundamentalen Gegensatz seines Gesetzes gegen 
die bisherigen Annahmen in einer dasselbe betreffenden Notiz (Pogg. Ann. Bd. 157) 
folgendermaassen aus: „Ich habe nämlich nicht blos die relative Bewegung der beiden 
Blektrieitätstheilehen, sondern auch ihre absoluten Bewegungen in Betracht gezogen‘. 
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hinreichend gerechtfertigt, wenn keine Zufuhr von Energie von aussen 
stattfindet. 

Jedenfalls scheint es mir nicht ohne Interesse zu sein, den frucht- 
baren Gedanken des Herrn Clausius unter der bisher üblich gewesenen An- 
nahme durchzuführen, dass die zwischen zwei Elektrieitätstheilchen wirkende 
Kraft nur von ihrer relativen Lage und Bewegung abhängt, dass sie sich 
also so verhält, als ob sie lediglich durch diese zwei T’heilchen bedingt 
wäre. Dabei habe ich es zugleich vermieden, über die Geschwindigkeiten 
der zwei entgegengesetzten Elektrieitäten von vorn herein eine bestimmte 
Annahme zu machen; die Untersuchung wird ergeben, dass nur die An- 
nahme entgegengesetzt- gleicher Geschwindigkeiten der beiden Elektrieitäten 
mit dem eben erwähnten Prineip vereinbar ist. Einen Einwurf gegen dieses 
Ikesultat wird man aus den Erscheinungen der Elektrolyse schwerlich her- 
leiten können, da alle Erfahrungsthatsachen, auf welche sich die vorliegende 
wie die bisherigen Ableitungen des elektrodynamischen Gesetzes gründet, 
sich auf Ströme in metallischen Leitern beziehen. Eine Untersuchung des 
(segenstandes nach dieser Seite hin dürfte um so eher gerechtfertigt sein. 
als die Ansicht des Herrn Clausius, dass die Vorstellung zweier strömenden 
Elektrieitäten eine complieirtere sei als die einer strömenden und einer mit 
den ponderabeln Molekülen fest verbundenen, schwerlich viele Anhänger 
finden wird: so lange man ein so ganz verschiedenes Verhalten der beiden 
Klektrieitäten, die man doch nun einmal beide nöthig hat, nicht durch eine 
bestimmte Hypothese über die Natur der elektrischen Vorgänge erklären 
kann, wird man sich immer zu der Vorstellung eines Doppelstroms als der 
naturgemässern, weil die galvanischen Ströme mit den Erscheinungen der 
statischen Elektrieität verbindenden, gedrängt sehen. 

Ich gehe von der Form aus, welche, wie Herr Clausius gezeigt hat, 
der Ausdruck für die von einem Elektrieitätstheilchen e' mit den Coor- 
dinaten (x, y', 3) auf ein Elektrieitätstheilehen e mit den Coordinaten 
(2, y,z) ausgeübte elektrodynamische Kraft nothwendig haben muss. wenn 
sie blos die ersten und zweiten zeitlichen Differentialquotienten der Coor- 
dinaten, und zwar die ersteren bis zum zweiten, die letzteren im ersten 


' u 4 d d iu 
Grade enthalten soll; danach ist nämlich, wenn je sich auf die Bewegung 


des Theilchens e, auf die von e' bezieht, die z-Componente der er- 


d 
dt 


wähnten Kraft 
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eek = ee (K+&+L%;). 


ö dr d’z dr dx 
M"-BztrBb tb nz 


+(2—-r) [ef +6, > +6 AN | c((3 24 (G 2)+($ *))]. 


2 u d’ dr d’x' dr dx’ 


+ dr’ >’ dt di 
a u)! 
DE Tu 2 00 2 Se 


Die vorläufig unbestimmten Funetionen B, B,, ... der Entfernung r der 
zwei T'heilchen bestimme ich durch folgende Sätze, von denen die drei 


ersten, im Wesentlichen auch von Herrn Clausius benutzten, Erfahrungs- 
thatsachen ausdrücken, während der vierte das oben erwähnte Prineip 
ausspricht. | 

1) Ein ruhender und constanter, geschlossener Strom übt auf ein 
ruhendes Elektrieitätstheilchen keine Kraft aus. 

2) Für die ponderabeln Kräfte zweier geschlossenen Ströme gilt 
das Amperesche Gesetz. wonach die bei einer beliebigen Bewegung des 
einen Stroms von diesen Kräften an demselben geleistete Arbeit gleich der 
negativen Aenderung des Potentials der beiden Ströme 


4 „(fi er 
= ST say Ads 


ist. wo x die Uonstante des Weberschen Grundgesetzes bedeutet. 

3) Für die durch Bewegung und Intensitätsänderung auftretende 
elektromotorische Kraft eines geschlossenen Stromes auf einen andern gilt 
das Neumannsche Gesetz, wonach die von dieser Kraft an dem Strom bei 
der Strömungsbewegung geleistete Arbeit gleich der durch die Bewegung 
und Intensitätsänderung eintretenden Aenderung des Potentials der zwei 
Ströme ist. 

4) Bei einer gemeinschaftlichen Bewegung zweier Stromelemente 
die zwischen ihnen wirkende Kraft dieselbe, als wenn sie ruhen. (Mit 
dem Ausdruck „gemeinschaftliche Bewegung“ bezeichne ich der Kürze 
halber eine solche Bewegung zweier Körper, bei welcher sich dieselben 
als ein unveränderlich verbundenes System bewegen.) 
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$.2. Anwendung der Sätze 1) und 2). 
Wir nehmen an, dass in einem Stromelement ds sich die positive 
Elektrieitätsmenge e= Ads mit der (für alle Stromelemente gleichen) Ge- 
schwindigkeit e, die negative —e mit der Geschwindigkeit —v, bewegt; 


' 


h, vo, —v, bezeichne dasselbe für das Stromelement ds’, und die Strom- 


intensitäten seien definirt durch die Gleichungen 
Ep Bene u, Wr De A 
ie‘ Ar # 2 


Werden beide Stromelemente bewegt und ändern ihre Intensität, und be- 
u Öö ö' . . . . » . P} . . > 
zeichnen 7 und —, die zeitlichen Differentialquotienten in Beziehung auf 
die Bewegung von ds und ds, so haben wir für die Theilchen +e, +e 
zu setzen 
d a: Ar Se a 
dt Ei ds’ dt’ 


d dvd ,.d y d Eh ° 
d? dtds ER ds’ r ds \ dt rgp? 


&-4R PER u dx u ( Ix v2» 
\.dı / e+2 ds dt )+( dt / ). 


wodurch sich für die Summe der zwei Kräfte, welche die Elektrieitätsmengen 
+e und —e’ des Stromelements ds’ auf die Menge +e des Stromelements 
ds ausüben, aus (1.) ergiebt 

: = (Kr-+ K)z. 4 


dr d’r’ dr er dx ı ee) ] 


en +e[E, +Eı os t+Es ds 








dx dsds’ ds ds’ 
+ (+ 1 (B; 4 2B,, (7 -)+ B, 6 - 7 Re =) 
a) (te-2) ee (ie +) 
a ra + (ee) 
+(e"— IB, + | +Ba = a C g 4. of Z)+ c; |! 
TB rie-Z] 


Hiernach ist die Kraft eines ruhenden und constanten, geschlossenen 
Stroms s’ auf ein ruhendes Elektrieitätstheilchen e 
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dr dı' 
ds’ ds’ 








Ei = — Lie 2) ds’ + (v' -H/IRT FL -+B, 
+(2-) e= Fr a ir: c.)| ds = Sea) %,0' 
+ (0 -0i) Akaieajs EEE +e-)[(S- )(Z) +C])ar 


und da nach Satz 1) diese beiden Integrale für einen ganz beliebigen 
Stromdraht einzeln = (0 sein müssen, so muss man haben 
a (3.) C, -— (0 
und entweder 
4) v‘=o 


oder 
dB dC 
2) G=—-B, G=—, 9G=0. 
(4 5 dr b) { dr L 
Herr Clausius sieht sich zu den Annahmen (4’.) genöthigt, da er e, = (0) vor- 
aussetzt; es wird sich in $. 4 ergeben, dass dieselben dem Satz 4) wider- | 
sprechen. 


Nach (2.) ist ferner die ponderomotorische Kraft eines geschlossenen 
Stromes s' auf ds 


r d’r?’ u“ dr’ 
£ = hh'ds(o+v,)(e+e, SE er ud‘; 


ME Ö 
also die Arbeit an dem geschlossenen Strom s bei einer durch % charak- 


ni dx' öx 
terisirten Bewegung desselben, da FE u iz 5 ist, 


Y,82 £ , NL 
A= (KU +) =4 Ar 738, 2,(°7 ))dods 


m ass //\cE +1 E,) 5 re — = 2. r) 2 ei  dsds‘. 


Nach >atz 2) soll nun 
op 4 AI 
a ae N //5c4 dsds' de ds 


1 
1 Ö ( d’r’ Y- 1 d’ (Ir’ ) = d ri dör’ın « r dör’ 
r dt\dsds/ r dsds’ \dı ds\r ds di) ds’ dsdt 


' A 
ee (‘ rör), ron 
de’ \ r dsdt ds \ ds’ dt dsds' dt ' 


sein; nun Ist aber 
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1 
j° 
i PP 4 I Id „" Trio Ä 
(B.) di x I, fr dsde ? 2 rg di ds ds 


er 6d 
IS AR 47° 2 ‚eds‘ 


folglich 


; mr n a 
Die Gleichung A+ , = 0 geht also über in 


(a - (8.43 E- al (r ‚ d &: 2) 4 nn y“ „i dr ET 


dr r’/’ ds ds’ AI dt 


Nun hat Herr Neumann *) folgenden Satz bewiesen: „Sollen zwei 
Funetionen 9, w von r so beschaffen sein, dass das iber zwei starre Curven 
von beliebiger Gestalt und beliebiger Bewegung ausgedehnte Integral 


ey a | dr dr \ Ör 
F; AX, 7 dar Pr > 7 Da rn 2 Ze 


ist, so müssen p und y identisch verschwinden“. Hiernach folgt aus (a.) 


2 d E 
Ei ae er’ dr r ) 
woraus 
Pr ” 2 ” 1 
“'r xr 


Auwendung des Satzes 3). 


URN 
S 


Bezeichnet man mit X und &%, die sich aus (2.) ergebenden Kräfte 
auf te und —e, so kann man X = 2 + 2 . U=- 5 -— u 


A xX+X . x—X i 
setzen, es ist also a — die ponderomotorische, 5 die elektromoto- 


rische Kraft auf das Theilehen +e. Hiernach ist die elektromotorische 
Kraft auf die positive Elektrieität in ds gleich eh’ds’E,, wo E, durch die Glei- 


. . —V 
chung (2.) gegeben ist, wenn man darin o durch 5 ersetzt; also, wenn 
dc. dE . ae ER "F . 
man 0, = ir; B= — setzt und die Gleichungen (3.) und (6.) berück- 
sichtigt. 


*) Abhandlungen der Kgl. Sächs. Ges. der Wissenschaften. 1873. pag. 440. 
Journal für Mathematik Bd. ÄXXXIV. Heft4. 41 
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E, . d '\B x -- x ör’ 
e+V as ıB —+2B,2 7 - +26, (@- =) < = .r 0. 


O — 


0 (m er "le 


+0 e1)[B BB Ze Y\ 1e+0) O,(2- «)! 


* ds’ v’ ” v dt 


u} 4 
+E,Z ET 





” dB, \ dr ’ dC, dr dr | ö'r 
(7) pi ” a +84 20) +27 (a - DErs 
dr dr ör Z Er = 
bei U A Inf‘ 
(24 - 7 ds’ r +t2rt tx ) 

— dv dr d’r’ dr dr di! 

5 Fifa ı ER L ER, 
er” a: ds ds’ 2 ds PAR TR nl HB, v C,)- ds’ ds’ 





dC, : d 
+0 ur Hr +5 Hv\ Ken (B,+6,) . 


Berücksichtigt man die Gleichungen 


dx dx d’r? de Ör d ö'r? 
ei ua... räktische ir ai,cie, WE 
ds ds’ r 2 (disds' ’ ds dt r ® ds ( di ): 
und setzt 
= i C dC, =; .. dc, 
1) - +2- =$, 4r „ (G- dr -)= er dr ' 


so erhält man aus (7.) für die durch eh’ dividirte elektromotorische Kraft 
eines geschlossenen Stroms s’ nach ds 


TE n = " z dr d ra  d’r’ 


ds’ ds dit ) ds ds’ 
Ir dr 1 ö'r 2 d’r’ dr _ dr\\ ör 
2 . a SW EN) A Du L 
-2r(G- dr >) ds ds I dt r «’r ( dsds’ +3 ds ds’ / di 


8) Er a le Ic) 


/ Ir d’r’ dc" 

a. 2 B, ee gi »f} we Fr An ı 
” \ Fi +B5+6+B8ı ” ds’ dsds’ r ds | 
d’r 2 
dsds’ 





1 d(v' +v 


) BR 
Behr) °. (Bi u 


Beachtet man nun, dass 


PR d /F dr? ö'r® dr dr ]ö' 
FG a ) = 2 a er [F re “MER = 


so erhält man für die von diesen Kräften an dem geschlossenen Strom s 
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bei der Strömung geleistete Arbeit 


=(0+0,) Muse ds ds’ 


= 4130 [\[-(04+ SE, HF +20, 2r 6) +) | = 
in -iur37% ds’ u 3(e u WERTE ACER Pr: isagı dede 


- IE [JB+ 0) SZ, dede‘ 


Nach Satz 3) soll nun 


öP d'P P dJ' 


A=- tat Fr 


sein, d. h. nach (5.) 


4 N 5 2 d’r® 6 dr d Elfe: ’ 
4% y? //- r? 2 r’ 5: a F 1 )d de en: > r andy de ds’ 


nach dem in $. 2 erwähnten Neumannschen Satze muss man also haben 


r 2 
a, 
also 
dB, 2 
9. ‘ dr . 
ferner 
et RE SE 
F-ı m t2r 6-20 a = m 
also 
hie u; 8 
(10.) eG = 5, (= F-+r Tr 2r Em 3)‘ 


Endlich muss noch entweder ©’ —e, = (0), oder 
IB 
7, +Bs+0,+8rG = 
sein, welche letztere Gleichung aber durch die Gleichungen (9.) und (10.) 


schon erfüllt ist. 


$.4. Anwendung des Satzes 4). 
Das ponderomotorische und elektromotorische Elementargesetz. 


Die zwei Stromdrähte mögen eine gemeinschaftliche Bewegung haben, bei 
welcher jeder Punkt sich nach den Coordinatenaxen mit denselben Geschwin- 


b ö u . do ' . ’ . 
diekeiten &, n, £, deren Resultirende gp sei, verschiebt und sich zugleich 


41* 
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dreht. Wir haben also zu setzen 





Ri: 5 öy 02 Oo; | 
| er S+ sy, >" Faunlle Beat Sudairı 2. ZEIT Tine Stay Pe, 
‚ / ör' 2 N ' 
(a.) | za ”s+ 3 —yy, 
ör ö'r do dd « [d 
di as dt u dt ı:% r \3Y —-ys)+- (03 — 3€') +7 r yo—ıay) 


Durch die Gleiehung dr = —(’r und die Gleichungen (9.), (10.) und (a. 2 
des $. 3 geht der von dieser Bewegung abhängige Theil von E, nach ( 
über in 


Fe E (2 dB, 1 dE + ee )r dr ör (ES ES 12B, =) 


+ dr dr dx dt 


r dF\ dr dr j Or dr = > IC, dx’ dx 
(11.) -[F% ds’ -+(F-r7 r ) de ds' I di ur +2 de \ ds’ ir .) 


% d „f dx öx )| 
— o —-- ) v he. ı 2.0 
\ = [Fr = Pr a a ds’ di JJ 


- 
u 
Fo 
en 


wo der a Ausdruck der ersten Zeile mit 2 bezeichnet ist. 
Mithin ist die Summe der elektromotorischen Kräfte nach ds, welche der 
BIER Strom s’ auf einen ungeschlossenen Strom s ausübt, 
’ ’ 

Er /[Edsds nn; [Fr — 2 +20,(Z % + | as’ 
wo |]; die Differenz der Werthe an den beiden Endpunkten des Stromes s 
bedeutet. Nach Satz 4) soll dieser Ausdruck = 0 sein, folglich muss das 
vorstehende Integral in einem beliebigen Punkt (x, y,z3) und für eine be- 
liebige Gestalt und Bewegung des Drahtes s verschwinden; also, wenn 
man zZ. B. ri blos eine Drehung um die z-Axe giebt, nach (a.) 


Ss a (a — 43) ds’ +2/0(7 ng Ce )ds' = 0, 


Da diese Gleichung unabhängig von y und z stattfinden muss, so muss 
jedes der Integrale 


Se on u ae ld y' dz' 
( ds c.( 5 — 4) 
JF ds’ yds, IF ds’ u 3 IK ds‘ 
für sich = 0 sein, was, da die zu integrirenden F Rei oo Differential- 
quotienten nach s’ sind, nur möglich ist, wenn F= (0, =0 ist. Diese Glei- 


ehungen in Verbindung mit (9.) und (10.) geben 


IB IB 2 I"B 1 
(b.) B, ={ RE = + “’r? BE 0. PEN G.=0. 


dr u dr? ar’? 


um die Coordinatenaxen mit denselben Winkelgeschwindigkeiten a, ß, y 
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Da die dritte dieser Gleichungen mit der einen der Gleichungen (4'.), 
nämlich 
dC. d’B, 4 


(= —i — 
6 dr dr? x’r? 


in Widerspruch steht, so folgt, dass die Gleichung (4°.) stattfinden muss, 
d.h. dass man die Geschwindigkeiten der beiden entgegengesetzten Elektri- 
citäten in einem Strom als gleich und entgegengesetzt annehmen muss. 
Wir wollen jetzt den Satz 4) auch auf zwei Stromelemente anwenden. 

Nach diesem Satz muss, der Gleichung (11.) zufolge, 

| d [ dB, dE 2 ) dr dr ö u ör' 

= a HT + | = 0 
(12.) ds’ @2 dr + dr x'r" dz dt r . rt r2B, dt 
sein. Nehmen wir das Element ds als im Coordinatenanfang befindlich an 
und lassen beide Elemente sich um die Coordinatenaxen drehen. so ist 


ör ör | d dar’ \ . 

Br 0, es muss also Fr (B, qg,)7> 0 sein, d.h. 
‚ d ’ BE d / In LUM 
Pa ( B,2 ) ei pw (B,y ‚= 0, 


as unabhängig von 5 und x nicht möglich ist, wenn nicht 


13): u» 
ist, wodureh die Gleichungen (b.) übergehen in 
\ Y 2 Y 1 Lj 
(14.) B, = V), Ü = 2. C = — 3.33 C, — 
| | x"r x’r 


Lassen wir ferner die zwei Stromelemente sich um die z-Axe drehen. 
so ist de=0, die Gleichung (12.) geht also über in 


d [( dE 2 ) dr ör ] a ( dE 2 ) dr | 0 
ds’ L\ dr er) de dad IT a dr “’r’/ de (sy -ys)]=V, 
mithin, da dies unabhängig von y und z stattfinden muss, 


= a, —=0(, folglich auch n (E+E,)—=(0, 
“er ds 


dr 


also 
lee 


15.) E=-——., 
er ’ dr dr “r 

Durch die Gleichungen (3.), (5.), (6.), (13.), (14.), (15.) sind nun 

sämmtliche in den Ausdrücken (1.) für X, und X, enthaltenen Funetionen 


mit Ausnahme von B, bestimmt, und diese Ausdrücke gehen über in 
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IEITIRIE; dr \ 1 dr |: d’’r d'r ] 
Bat N 








dt 3 de / ie 
Ds 2 1 dr ddr‘ N 1 dr de’ 1 dr dr ri x — x ] 
A ie u r" d td r dt d dr r 
2 dr dd'r dr dr 
EVELER [2 En Ku  PED 
«’r” dr (2r dı? dt di ) 
ro ee a ) 
Bezeichnen wir mit —- = + 77 den ganzen Differentialquotienten von 


r bezüglich der Bewegung beider Elektrieitätstheilchen, so wird 


rn - DRAN nree-) 


und wir erhalten nach (1.) die ganze Kraft von e’ auf e=ee'X. wo 


x = Ju [Fr 3-29 ]+U 





I 


„I aa “ (Gr) 
Be Zn tr tar 
Halea+a- irre DI DEI 225)! 


Das erste Glied dieses Ausdrucks von &% ist das Webersche Grund- 
gesetz; von den Gliedern von U kommen in der Summe der zwei Kräfte, 
welche von der positiven und negativen Elektrieität eines Stromelements ds 
ausgeübt werden, alle mit Ausnahme des ersten zweimal mit entgegen- 
gesetztem Zeichen vor und fallen daher aus dieser Summe fort. Aus dem 
ersten Gliede von U aber entspringt eine von der Bewegung und Inten- 
sitätsänderung unabhängige elektromotorische Kraft eines ungeschlossenen 
Stroms s’ auf ein Stromelement ds oder ein ruhendes Elektrieitätstheilchen 
e, nämlich 


K,= 2che (BZ Yas = 2eJ' [BT]. 


wo []} die Differenz der Werthe an den zwei Endpunkten des Stroms s 
bezeichnet; oder wenn wir mit e’ die Menge freier positiver Elektrieität 


y . de 
an den Enden bezeichnen, also = 3, Setzen, 
% r "de! dr 7’ 
( 16.) K = el —— B nl 
” dt de], 


K, besteht also aus zwei von den Stromenden ausgehenden und nach ihrer 
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Verbindungslinie mit dem Elektrieitätstheilchen e gerichteten Kräften. Ob 
eine solehe elektromotorische Kraft eines ruhenden Stromendes auf ein 
ruhendes Elektrieitätstheilchen, welche von der elektrostatischen Scheidungs- 
kraft der an dem Stromende aufgehäuften freien Elektrieität e' verschieden 
ist, d. h. welche nicht dem jedesmaligen veränderlichen Werth von e', 
sondern der Geschwindigkeit seiner Aenderung z proportional ist, wirk- 
lich existirt, scheint durch die bisherigen Erfahrungen noch nicht mit 
Sicherheit entschieden werden zu können; eine ähnliche ponderomotorische 
Kraft eines Stromendes, welche sich aus der Helmholtzschen Potentialtheorie 
ergiebt, ist durch, auf Veranlassung des Herrn Helmholtz selbst ausgeführte 
Versuche *) als nicht vorhanden nachgewiesen worden. Uebrigens werde 
ich im folgenden Paragraphen zeigen, dass, wenn die elektrodynamische 
Kraft zweier Elektrieitätstheilchen dem Prineip der Energie genügen soll, 
B.=0 sein muss. 

Hiernach hat die bisherige Untersuchung zu dem Resultat geführt, 
dass unter den in $. 1 gemachten Voraussetzungen die ponderomotorische 
und elektromotorische Wirkung zweier Stromelemente — abgesehen von einer 
etwa vorhandenen, durch die Gleichung 16.) bestimmten elektromotorischen 
Kraft eines Stromendes — nothwendig nach dem Weberschen Grundgesetz 
erfolgen muss. 


$.5. Bestimmung der in U enthaltenen Functionen. 
Das elektrodynamische Grundgesetz. 


Obwohl die Grösse U — mit Ausnahme des eben besprochenen 
ersten (rliedes — auf die Erscheinungen an galvanischen Strömen keinen 


Einfluss hat, so will ich doch die darin vorkommenden Funetionen durch 
zwei Neben-Annahmen bestimmen, welche mir allerdings nicht denselben 
Grad von Sicherheit zu haben scheinen, wie die bisher benutzten. Zunächst 
will ich nach dem Vorgange des Herrn Clausius den Satz anwenden, dass 
eine ruhende Elektricitätsmenge auf einen ruhenden und constanten, ge- 
schlossenen Strom keine ponderomotorische und elektromotorische Kraft ausübt. 
Nach Gleichung (1.) ist die Kraft einer ruhenden Elektrieitätsmenge e' auf 
d 


=o 


D ... “ . ver, Y . ( 
die positive Elektrieitätsmenge e des Stromelements ds, indem man ,, : = 





*) Schiller, Pogg. Ann. 159. — Helmholtz, Monatsberichte der Berliner Akademie, 
Juli 1874. 
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setzt. 


pn ; dx dr , In dx dr dx 
u win ec Ä a 
(17.) X, e|B Fr +C Tr (2x |+e [B: Jg B, ee: 


+(@-@')(C, = +6, ( ” )+6,)], 


also die ponderomotorische Kraft 


Rn e dx dr / d r { dB dr ' 
a at a N. 
Die von diesen Kräften an dem geschlossenen Strom s bei einer durch 
deze dy 


ip ar: gr Charakterisirten Bewegung geleistete Arbeit ist also 


er A Sli@E)He-Wrikar- 


Nimmt man nun zunächst eine parallele Verschiebung des Stroms s nach 
ör öy 02 j 

rn . —(), so wird 

A De au 

dB\ı dr dr 
u a 
A s/(c dr ds dx 9; 
und wenn dies für einen beliebigen Strom = 0 sein soll, so muss man haben 


dB 


der x-Axe, setzt also 


— — =. 
C dr 
Nimmt man ferner eine Drehung des Stroms um die z-Axe, setzt also 
. dr öy Öz . Ey 
Be 6, a ME RE ae wird nach (a.) 
nach $. 4, (a.) 7 797 a2, —, = @ay, so wird na h (a 





auf Bad (Br lamufplh Eau 


und wenn dies für einen beliebigen Strom = 0 sein soll, so muss B= 0 
sein. Man erhält also 


4) B=C=B, 


Die elektromotorische Kraft ist der mit oe’ multiplieirte T’heil in (17.), 
die Summe ihrer Componenten nach ds ist also 


E = e/ [BZ +40 2 4r0,() +r6, Z]@ 
- ef HtreK)) + DE] 


und wenn dies für einen beliebigen geschlossenen Strom = 0 sein soll, so 
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muss man haben 
1 dr) 
(19.) nr 4 ER "u 


Vermöge der Gleichungen (18.) und (19.) wird, wenn man 


en (le 





setzt, 
; d | ar AX 
heuer 
Zur Bestimmung der hierin noch übrigbleibenden Funectionen will ich mit 
Herrn Clausius das Prineip der Energie anwenden, nach welchem die Arbeit 
Adt, welche bei der Bewegung der zwei Elektrieitätstheilchen von den 
zwischen ihnen wirkenden Kräften während der Zeit dt geleistet wird. ein 
auf beide Bewegungen bezügliches Differential nach der Zeit, also 

4-10 ,d0 _ DO 

dt dt dt 

sein muss. Der erste "Theil von & in (l.). das Webersche Grundgesetz. 
genügt bekanntlich dieser Bedingung, für denselben ist nämlich 


er — D’r dı dır Mr 1 3 Au, \ 
AZ r ) \=7 dt ir 2 


1.2 2 D’r 1 Dr wi: 1 ‚Dr ]- 
u. ( r d r ge dt ) )= dd rl r ( di ) 


Der von dem ersten Gliede von U herrührende Theil der Arbeit ist 


BA 4 + ( N 
dt \ "di di ’ dt di’ 


dk . 
wenn B, = = gesetzt wird. 





Der von dem zweiten Gliede von U herrührende Theil der Arbeit ist 


d’’r I N TE ;; 
[n +48 dr (5 )+ r6,0] S-+[M dr +4 — ee 1Z 

















dr x di dt 
ZU H TEE 
TORTE 
Das dritte Glied von U giebt 
ltr te aet a Star lite) 


1 dB, dr -p d'r 





—-— 4 —! | (e°+0"). 
Journal für Mathematik Bd. LXXXIV. Heft 4. 42 
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Das letzte Glied von U giebt 
dr m ZT h 
ner) 
Hiernach muss folgender Pe ein Fr a nach £ sein: 


DFO9, dd’K Mu dr | drN\ ddr ,dM K5 ! dr ’ dr ] 
u 


u dt di’ d® 7 dr dt ir =) dt 


2 = 4 = )(w+e' )+(B,+rC, Yen o’+ 2 





oder, da e =ov Bi rien =v T ist 
’ di ds dt ds’ ’ 

a eat air )+(e re rrtr6) 
a Laer Zar 
ae Tora 3 


Da aber weder dieser Ausdruck noch irgend eines seiner Glieder ein 
Ditferentialquotient nach £ sein kann, da er in den Grössen oe, ev von 
höherem als dem ersten Grade ist, aber nicht - und = enthält, so 
müssen seine einzelnen Glieder identisch = 0 sein, also 


d’K dr dr dK d’r 








F — f) 
dr’ ds ds’ dr dsds' v, 
dK : : 
woraus — =(, d.h. B,=V0 folgt; ferner 
dr 
== dB, rs Ei 
Baer us B,+rC, = 
d’r dM dr dr \ dr dB, dr 
f N ln. Wibreiii ii 
(M ds ds’ r3 dr ds ds!’ / ds’ +2 dr ds 0, 


dsds '? dr ds ds 





(m d’r Fe dM dr 2) dr dB, dr 


en Wen > 
ds r32 dr ds’ v. 


Aus den zwei letzten Gleichungen folgt 


l 2m . 
Deu Eye or en 


dr ds ds’ - dr ds ds’ 





Wir haben also folgende Gleichungen 
21.) B=B=M=B,-+r(,=0, 
wodurch der Werth von U übergeht in 


(22.) U=B [$ dt 1 - de (4 )+)] 
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Um schliesslich noch B, zu bestimmen, kann man das Prineip 4) 
auf zwei in einem bewegten Leiter ruhende Elektrieitätstheilchen e, e’' an- 
wenden: dieselben können dann keine andere als die elektrostatische Kraft 
auf einander ausüben, es muss also U=0 sein. was, da der Ausdruck (22. 
nur die Bewegung des Theilchens e enthält, nieht anders möglich ist, als 
wenn B,;,=0 ist. Dadurch erhalten wir schliesslich 

(23.) Ü=-V0. 


Ich will noch bemerken, dass die Anwendung des Satzes 4) aut 
zwei Elektrieitätstheilchen genügt. um zu zeigen. dass sämmtliche in dem 
Ausdruck U der Gleichung (Il.) vorkommenden Funetionen verschwinden 
müssen, mit Ausnahme von C,, dessen Verschwinden dann aus dem Prineip 
der Energie folgt. 

Das Resultat der Untersuchung ist also folgendes: Aus den in S. |] 
aufgestellten Haupt -Voraussetzungen folgt, dass die ponderomotorische und 
elektromotorische Wirkung zweier Stromelemente — abgesehen von einer 
etwaigen elektromotorischen Kraft eines Stromendes — nach dem Weberschen 
Grundgesetz erfolgen muss, sowie dass in einem galvanischen Strom beide 
Elektrieitäten mit entgegengesetzt gleicher (Geschwindigkeit fliessen: und mil 
Zuhülfenahme der im gegenwärtigen Paragraphen gemachten Neben- Annahmen 


ergiebt sich das Webersche Grundgesetz als das allein mögliche. 
g g g 


Strassburg ı. Els.. Juli 1877. 


Berichtigung. 

Der in der letzten Zeile pag. 309 und in den vier ersten Zeilen pag. 310 ent- 
haltene Passus ist in folgender Weise abzuändern: 

ich glaube aber nachgewiesen zu haben, dass die Formeln des Herrn Riecke 
dem Weberschen Grundgesetz, wenn man dasselbe mit der Annahme von Moleeular- 
strömen verbindet, widersprechen; das in der zweiten Abhandlung der „Elektro- 
dynamischen Maassbestimmungen“ von Herrn Weber ausgesprochene Gesetz der Magnet- 
induction bezieht sich nur auf den Fall, wo ein Magnetpol verschoben, nieht auf den, 
wo er um eine durch ihn gehende Axe gedreht wird. Ich will die erwähnten Re 
sultate im Nachstehbenden kurz ableiten. 














Ueber die Kummersche Fläche vierter Ordnung mit 
sechzehn Knotenpunkten und ihre Beziehung zu den 


Thhetafunetionen mit zwei Veränderlichen. 
(Von Herrn H. Weber in Königsberg i. Pr.) 


D.: dritte Heft des 83. Bandes dieses Journals enthält zwei höchst 
interessante Abhandlungen der Herren Cayley und Borchardt, welche die 
Darstellung der Kummerschen Fläche vierter Ordnung mit sechzehn Knoten- 
punkten durch Thetafunetionen behandeln, deren Studium mir eine Unter- 
suchung über die Charakteristiken der Thetafunetionen zweier Veränder- 
lichen ins Gedächtniss rief, die ich schon vor längerer Zeit, freilich ohne 
jede Beziehung auf eine geometrische Anwendung angestellt habe. Die 
Ergebnisse derselben können aber in der vorliegenden Aufgabe mit Nutzen 
angewandt werden und führen zu einigen Resultaten, die mir nicht ohne 
Interesse zu sein scheinen. 

Wir setzen, wenn : 

y(Ü,,0) = AıTı +2,22, + 22} 
eine Function zweiten Grades bedeutet, deren reeller Theil wesentlich ne- 
gativ Ist, 
g\ 9,95 | Tu y(m+ z, + =)+(m + 2 )@n+Mai)+ (nm, +- 2 \(2e,+h, Ri), 


rl) = ZuZne 


Der Zahlencomplex (in 9 ‚ der aus den Elementen 0, 1 gebildet 


*) Nach der Bezeichnung von Herrn Rosenhain würde sein: 


NV e Pr \(v, v,) P3--1,,3 PAUFE v,); s r Io, v,) ee. 


( J 
u. © ei Nr ;d,)=e 1 P 1.3 -9(0,3 9, ), o er 9 ı (on v,) = im e" ° 93-9,,,(0,: v,). 


u 


(+9) 
? Ps. (0, d, }, 


ai Ai 
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werden kann, heisst die Charakteristik der 'T'hetafunetion und zugleich die 
Charakteristik des Systems halber Perioden 


sh, ri+g,M,, +94ı.), s(kıni + 9ı da + 924) 


und soll in der Folge öfter durch einen einzelnen in Klammern gesetzten 
Buchstaben bezeichnet werden. Die Charakteristiken werden unterschieden 
in gerade und ungerade, je nachdem 


gıhı+g:h, 
gerade oder ungerade ist. Dem entsprechend sind auch die Thetafunetionen 
gerade oder ungerade Functionen ihrer Argumente. Die Anzahl sämmt- 


licher Charakteristiken beträgt sechzehn, darunter sechs ungerade und zehn 
gerade. Die ersteren sind 


de 1O\ + ‚01 aan zn 
God kideks va 6 ’(10/ 


und sollen, in einer beliebigen Reihenfolge genommen, mit 
(Pi); (Pr), (P3), (Pr); (P5); Ps) 
bezeichnet werden. 
Unter der Summe zweier Charakteristiken 


A _ (AN | ac 9 ) 
Dart Malyur 


verstehen wir die Charakteristik 


9,791 979 \ 
h+h,h+h, / 


(@+@') = 
und da die Elemente auf ihre Reste nach dem Modul 2 reducirt zu denken 
sind, so ist Summe und Differenz zweier Charakteristiken identisch. Die 
Summe zweier gleicher Charakteristiken ist 4 wofür kurz (0) gesetzt 
werden soll. 

Ueber diese Charakteristiken gelten nun die folgenden sehr einfachen 
Sätze, die alle ohne Weiteres aus dem ersten derselben folgen: 
I. Die Summe sämmtlicher ungerader Charakteristiken 


B+RA+BH+BH+ B+ Bo) 


ist gleich (0). 
Der Beweis ergiebt sich einfach durch Ausführung der Addition. 
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Il. Jede Charakteristik, (0) ausgenommen, lässt sich auf eine einzige 
Art als Summe zweier ungerader Charakteristiken darstellen. 

Hieraus folgt leicht 

III. Jede Charakteristik, mit Ausschluss von (0). lässt sich auf vier 
Arten in eine gerade und eine ungerade und auf drei Arten in zwei gerade 
Charakteristiken zerlegen. 

IV. Die Summe dreier von einander verschiedener ungerader Charak- 
teristiken ist stets eine gerade Charakteristik. 

V. Jede gerade Charakteristik, einschliesslich (0), lässt sich auf 
zwer Arten in drei von einander verschiedene ungerade Charakteristiken 
zerlegen”). 

Denn von den zwanzig möglichen Summen (%,+P2+/;) sind dann 
und nur dann zwei einander gleich, wenn in beiden zusammengenommen 
alle sechs ungeraden Charakteristiken vorkommen. Beispielsweise ist: 


(U ‚= -(10)+ C)+(lo)= "r Gn+t ")+ oo) 


Auf Grund dieser wenigen Sätze über die Charakteristiken lässt sich 
die Frage nach der algebraischen Abhängigkeit der Thetafunetionen sehr 
einfach erledigen nach der Methode, die ich in den $$. 5, 6 meiner Schrift 
über die „Theorie der Abelschen Funetionen vom Geschlecht 3" ange- 
wandt habe. 

Zunächst ergiebt sich aus allgemeinen Gründen, dass zwischen höch- 
stens fünf Quadraten von Thetafunetionen eine lineare homogene Gleichung 
mit eonstanten Coefficienten besteht. 

Um diese Relationen aufzustellen, wählen wir drei beliebige un- 
eerade Charakteristiken (2). (P2), (3) und setzen (A -+Pr+P) = (Pı)- 
Ferner sei (©) eine beliebige Charakteristik und 


(),0) 
) f v v, u 9; Ey 
(A, | i ®) = ., <zuv=U,V, + :P:. 
\J \ u‘) u‘) /; 0,1,2,3,4,5,6 ( ) h, h, i u, l 


Dann ergiebt sich, wenn wir die 'Tihetafunetionen, in_denen die Argumente 
die Werthe Null haben, ohne Argumente schreiben : 


\ vaE BF ‚@l(e,. v,) 
(A.) { ww ar a x ,0),0) (0), zZ / <. 2j/ 
| ei orte 4 ) 5 (-—1)0 u ru ”) 4° Bu+P;+ ode, ö d;) 


? v‚ 


*) ])as unten folgende Formelsystem (E.) kann zugleich als Tafel für diese Zer- 
legungen benutzt werden 
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oder, in einer etwas anderen Form: 


(== 
\ r . im f r / » )ı v1 u)g vaR 2 | 
(A) PAR, 0) = (-Dr FD + BD. D.). 


Dadurch sind sämmtliche 'T'hetaquadrate linear ausgedrückt durch vier unter 
ihnen. Es ist aber wichtig zu bemerken, dass auf der rechten Seite von 
(A.) oder (A’.) nur drei Glieder wirklich übrig bleiben, so dass schon zwischen 
vier 'T'hetaquadraten eine lineare Relation besteht, denn von den vier Cha- 
rakteristiken 

(o, (ö+Ah+tPp) (@+m+P) (@-+Pu+ P;) 


ist, falls (©) mit keiner der (P,). (Pr). (Pr), (5) übereinstimmt, immer eine 
ungerade, während die drei übrigen gerade sind: und die ungeraden Theta- 
funetionen verschwinden zugleich mit ihren Argumenten. 

Lässt man (@) eine der ungeraden Charakteristiken bedeuten, so 
folgt hieraus, dass die sechs 'T'hetaquadrate mit den Charakteristiken 


(I). (Pr). (P3), (P,). (P3). (6) 


die Eigenschaft haben, dass zwischen je vieren von ihnen eine lineare ho- 
mogene Gleichung besteht. Nimmt man 


(®) — (P, - 3, 4 PB): (P, - P: 4 P, M (P, - (9, + I, ), 


so erkennt man, dass dieselbe Eigenschaft den Systemen der 'T’hetaquadrate 
mit den Charakteristiken 


(P ), (PR), (At+P+Ps), (PA+PR+ Pr), (P: HPr+P: ), (Pı+P2+ Po) 


zukommt, und da man das Paar (/,). (?,) auf fünfzehn Arten auswählen 
kann, so ergeben sich im Ganzen sechzehn Systeme von sechs T'heta- 
quadraten von der Beschaffenheit, dass zwischen je vieren von ihnen eine 
lineare homogene Gleichung mit eonstanten Coeffieienten besteht. Diese 
sechzehn Systeme von Charakteristiken entstehen alle aus dem ersten der- 
selben durch Hinzufügung einer bestimmten Charakteristik, (?,+ 7%) für 
das oben aufgestellte zweite System. Es verschwinden daher alle T’heta- 
funetionen des ersten Systems für die Nullwerthe der Argumente, alle 
Thetafunetionen des zweiten Systems für ein Paar halber Perioden mit der 
Charakteristik (?,+ P,), und so die übrigen. Demnach können diese sech- 
zehn Systeme passend bezeichnet werden durch die Charakteristiken (0), 
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(+ Pr). ».. oder kürzer durch 


(0),(12),(13),(14), (15),(16), (23), (24), (25), (26), (34), (35), (36), (45), (46), (56). 


Es bestehen nun ferner, wie sich aus denselben Prineipien mit 
Leichtigkeit ergiebt, lineare homogene Gleichungen zwischen drei Produeten 
von je zwei Thhetafunctionen, deren Charakteristiken dieselben Summen haben. 
Man kann diese Relationen in der Form aufstellen: 


i=3 0 
(B) 0-21 O9, BFH Ber BelF N; + Br + Bello, 0)#1ß, 01,0). 


aus welcher man noch sieben andere ableiten kann, indem man die Va- 
riablen ®,. ©, um halbe Periodensysteme vermehrt. *) Die Summe der 
Charakteristiken der beiden variablen 'T’hetafunetionen in jedem Glied von 
(B.) ist (%,+ß;),. und da man in gleicher Weise jedes Paar zu Grunde legen 
kann, so ergeben sich aus (B.) 8.15 = 120 ähnliche Formeln. Mehr 
Formeln dieser Art kann es nicht geben, da jede von (0) verschiedene 
Charakteristik sich nur auf acht Arten in zwei andere zerlegen lässt, und 
da die drei Glieder einer solehen Relation entweder alle drei gerade oder 
alle drei ungerade Funetionen sein müssen. 

Aus (A.) und (B.) lassen sich die von @öpel entdeckten Relationen 
vierter Ordnung zwischen vier Thetafunetionen herleiten, welche Herr 
Borchardt in der Eingangs eitirten Abhandlung benutzt hat. Für den vor- 
liegenden Zweck aber können diese durch die Relationen (A.), (B.) voll- 
ständig ersetzt werden. 

Wenn man in (A.) für die Variablen Systeme halber Perioden setzt. 
so ergeben sich die von Herrn Rosenhain gefundenen Relationen zwischen 
den Nullwerthen der T’hetafunetionen, welche im Folgenden zusammen- 
gestellt sind. 


| 9* 0 9 Hein 9 Io 1 + 9% B — 9 r 0. Je 9 hal 1 


( ga 00 ‚ol 00 ‚(00 10 
(C.) [9 00 — 9 Er = 9 + 9%) |=9 11,9 ) 


10 01 I1O\ O1’ 
+00) gr 7 «(00 _ 0 + (00) 
ls I0 Ol -. 1 N =47 En +4 10% 9 001 +9 01 


*) Die den Formeln (A.), (B.) entsprechenden Relationen für die Thetafunetionen 
dreier Variablen finden sich auf Seite 35, 41, 42 meiner oben erwähnten Schrift über 
die Abeischen Funetionen vom Geschlecht 3, woselbst auch die Ableitung, die hier 
genau dieselbe ist. ausführlich dargelegt ist. 
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In diesem letzten System ist jede Formel mit der Charakteristik 


bezeichnet, 
(Grliedes ergiebt. 


Ausserdem bestehen noch Gleichungen, in welchen die Ableitungen 
der ungeraden 'T'hetafunetionen für die Nullwerthe der Argumente vor- 
Bezeichnet man mit 9,|P}, 9)3} die Ableitungen der Function 
3|P\ (0,,%,) nach der ersten und zweiten Variablen für die Nullwerthe der 


kommen. 


welche 


sich als Summe der Charakteristiken eines jeden 


Argumente und setzt zur Abkürzung 


J Pi! X Pr 





50 lautet dieses Formelsystem: 
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(60) lon 01] = hoshnshilshol 
(00) Io 10] = Hhıelonshn?ln 
(0) bir 11] = Phase 
(10) Tor 11] = Hhol9lon lool®hı, 
(0 on 11] = sb shılahin 3 hr 
0 lor 11) = soon sin ’oo 

ai er + ” En so1,9loo, 97 
“) 101 j + 0) " 90 Ks shi 3 
(6 [ia 10) = Ph hrol oor9loor 
00V Gr 10] = shlsboasttlsion 
(0) Lin 10] = 910190 h1 90} 
G1 low 10] = Hloıtslool®ltol3loon 
ii F 5 1 us NET Ka EHEN 3 Nor 
G1 [or 10] = tor liof ho #loıt 
G1) [or 10) = Shool®hoolslon *hior 








Auch diese Formeln sind von Herrn Rosenhain gefunden, jedoch 
ohne Beweis mitgetheilt. Auch ist seitdem meines Wissens ein Beweis der- 
selben nieht veröffentlicht worden. Die Ableitung, die, wie schon für die 
entsprechende Formel in der Theorie der elliptischen Funcetionen, nicht so 
vanz an der Oberfläche liegt, kann in der Weise geschehen, dass man zu- 
nächst mittelst (B.) die Proportionalität der rechten und linken Seiten nach- 
weist, und dann mit Hülfe der 'Transformation zweiter Ordnung zeigt, dass 


[22 01 
01° 011 


at sn 8 | ET 


ein Quotient wie 





ungeändert bleibt, wenn die Moduln der 'T'hetafunctionen verdoppelt werden. 
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Der Grenzübergang zu unendlich grossen Werthen der Moduln ergiebt dann 
für diesen Quotienten den Werth 1. 


Setzt man in den 'T'hetafunetionen für die Variablen e,, ©; hyper- 
elliptische Integrale erster Gattung 


"a \ (a, —b,2)dz 
> / 7 
. . 1d=-a)M—a,)1—a,2)(1— a,z)(1—a,2)(1—a,2) 
ir P (a,—b,z)dz 


’  Yt—a,)(1—a,)(l—a,s) 1—e,2)(1—a,3)(1—a,:) 


indem man die Constanten a,. b,, a,, b, und die Moduln der T'hetafunetionen 
in bekannter Weise durch die Periodieitätsmoduln dieser Integrale bestimmt. 
so lassen sich die Quotienten zweier T'hetafunetionen algebraisch durch die 
beiden Variablen z,, z, ausdrücken. Diese Darstellung wird eine bestimmte. 
wenn man den Factoren der Wurzelgrösse die ungeraden Charakteristiken 
in beliebiger Weise zuordnet, etwa: 
Y1-a,3 (P); Y1—- 0,3 (Pr): Y1-o,3 (23): 
Yi-a3 (PB); Y-o (BB): Vils (PB). 
Für die ungeraden Thetafunetionen gelten dann die Relationen: 
1—.e 2, .1—u,3, ’ 3, \v,,®,) 
i—es 1—as, 2 I?,)o,,v,) ' 

worin die Constante e leicht bestimmt werden kann. Indessen gehen wir 
hier nicht weiter darauf ein. 

Lässt man in diesen Formeln z, mit z, zusammenfallen. so erhält 
man Gleichungen von folgender Form: 

(«,—a,)(e,—e,) _ |P»%1-|9, 2, («,—a,),—e,) [A A,]-IR,ß;] 
(.—a,)a,—a) [%,8,]-|#,#|’ (@—a)e,—a) [%,2,1-.[8,,#,)’ 
wofür sich nach dem System (E.) auch schreiben lässt, 
(a —a,)(@,—a,) FE. AHA +P,+ 
\(e,—a,)(,—e,) AH FAR, Hart 

(a, —a,)(a,—a,) _ +7 Du AA Zu A 
(a, —a,)(e,—a,) Far -B,+B,}9° BER 

Die Vorzeichen, für die sich leicht ein allgemeiner Ausdruck aut- 
stellen lässt, ergeben sich für eine besondere Annahme über die (2) leichter 
aus den Formeln (D.), da die linken Seiten der beiden Gleichungen (F. 
43* 


(F.) 
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die Summe 1 ergeben. Für die Annahme: 


” | | 10.40 DE: Bl. kis Kl 
(Pi; Pr; Ps; Pa; Ps, Ps) ns (6 11’ 11? 01’ 01’ 10 


findet sich: 


en "har 
a ee 
und vierzehn ähnliche Formelpaare. In jedem dieser Formelpaare ist die 
Summe der Charakteristiken der beiden in einem Product vorkommenden 
'T'hetafunetionen dieselbe, und diese Summe kann als Bezeichnung des 
Formelpaares dienen. Sollen bei der hier gemachten Annahme über die (P) 
die Moduln der Thetafunetionen und die Grössen «&,, %, %, a, @;, @, 
reell sein, so müssen die letzteren der Grösse nach in der Reihenfolge 
ihrer Indices eyklisch aufeinander folgen. Drei der Grössen « können be- 
liebig, z. B. 0, 1, © angenommen werden, und es lässt sich auf mehrfache 
Weise einrichten, dass die übrigen positive echte Brüche werden. Man 
erhält so unter anderen auch die von Herrn Rosenhain aufgestellten Formeln. 

Aus (F.) ergeben sich noch leicht Ausdrücke für die Quotienten der 
Nullwerthe zweier geraden T'hetafunctionen: 

(G) ki ah nats, _ 8, 0,)e,—a,)(a, a). 
A+R+P,) (e,— @,)(@,— a,)(a,— @,)(@,— @,) 

Man erhält hieraus, wenn man den Nenner festhält, neun Formeln, von 
denen eine nach der obigen Annahme über die (?) so lautet: 


00\ (a—a,)a,—a,) 
11 (a —e,)(@,—0,) Er 9) 


gall 8 
00 d (@, > @,)(®, vr @,)(@,— @,)(@, —@,) 
30N “= (@, — a,)(@,— a,)(@,— @,)(@,— @,) 


Wir setzen nun irgend vier linear unabhängige von den Quadraten 
der T'hetafunetionen gleich (oder proportional) den homogenen (Tetraeder-) 
('oordinaten eines Punktes im Raum, wodurch, da die Coordinaten eines 
Punktes durch zwei unabhängige Variable ausgedrückt sind, eine Fläche 
dargestellt ist. Jedem Werthsystem der Variablen o,, ©, entspricht ein be- 
stimmter Punkt dieser Fläche, und zwar allen Werthen, die sich um 
Periodensysteme unterscheiden, derselbe Punkt. Jede Thetafunction, gleich 
Null gesetzt, stellt eine Ebene in Verbindung mit dieser Fläche dar, weil 
zwischen fünf Thetaquadraten immer eine lineare homogene Gleichung besteht. 
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Die Gleiehung dieser Fläche erhalten wir sofort aus den Relationen 
(B.) in-Verbindung mit (A.) und zwar in 120 analogen Formen, von denen 
wir eine eingehender betrachten. 

Macht man in (B.) die Annahme 


| > 318 982 91 11 19 
(Pi, Par Pr Par Pas Po) = (109 11° 113 019 01: 10): 


und setzt 


N 11 
2 F ) 2) | 
ga Ei ar Se go, 7 Fo 
(v. ©) “ Li (9, v) = 
ı10% gran, 2 gıaol 
O1" 1011| 001" 100 
A] 
19 11 


9° 1 n\ (©. ©,) = 


(O1), Mi 
mr FOR 110, 9; 0)= 8, 


a 00 ı (10) 
nu 0 0O\ u O0 


worin ?, q, r, s homogene Punktcoordinaten bedeuten, so erhält man die 
Gleichungsform : 





4. a0 01 (00 (101 (VO a [10\ (00 a/10 
\r( aRIRATTRANDE „_ılFlon ol eoı, 
/ gm r , 
OO asfl il [O0\ 4/10 (111 „011 
ln oo Friooi "1001. 
| | | 
/ VO) a VO a|/10] 00) a/10N O0) a/10N 
AN Val 1 oo *\oo| p 9001 00J f 0000| 
3 {25 = — tr 
[11 gf0 0 VO g/101 111 ./01\ 
Flo, ol rloıı 001001 


/ Noll NaON 110/01 of1NayON 
oo looı 0000) 00 Foo, 


+ [r s Er u; "q 
| OO gell V\ VO JJ10N (00) „[10\ 
Fol ıı Flo Poorfioo 


Diese Gleichung stimmt der Form nach überein mit derjenigen, welche 
Herr Kummer für die von ihm zuerst untersuchte Fläche vierter Ordnung 
mit sechzehn Knotenpunkten gegeben hat”). Die Kummersche Form der 
Gleichung kann nämlich, wenn man die Variablen p, q, r, s mit geeigneten 
eonstanten Faetoren multiplieirt annimmt, so dargestellt werden: 


„ Wolae+ VEary sr)+Valer SrHr) 
(2.) 
| n 

| ler pH) = 0, 


*) Monatsberichte der Berliner Akademie 1864. p. 252. 
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so dass dieselbe ausser den Grössen d, 0’, Ö" nur noch die drei Ver- 
hältnisse y':?”, @":y, ?:e' enthält, zwischen welchen die linearen Relationen 


wo ut Een 
ß Y Fr 
bestehen. Da man s auch noch mit einem w lkürlichen constanten Factor 
multiplieirt annehmen kann, so kommen in dieser Gleiehungsform nur drei 
Constanten explieite vor. Um also (1.) und (2.) in Uebereinstimmung zu 
bringen, haben wir zu setzen: 


(4.) ” > 300} 0 a" FR 3 001 ee 8 Se — u 010 ut 
a 2 a 7 a 

wodurch die Relationen (3.) befriedigt werden, ferner: 
(5,) 2 2 ” I " 001° loor a ol R 800° 00, 
9 f o\ 3 seen v r 1\ j “ Mi si NE Zn 1 


Drückt man mit Hülfe von (F.) und (@.) die eonstanten Werthe der Theta- 
functionen durch die algebraischen Moduln aus, indem man zur Verein- 
fachung 


Cı, 0%, Od, &, 0%, % gleich 


und 


| 
8 

| 
A, 
| 
8 
N 


setzt, so folgt: 


‚! 2 '? 
43 Pi 1 hd Bun“ #, ß a 2: 
ige a? ia 2 a’ TE 
N N Y } 
Y) : 2,2 MM) ii 2 
‘LIE s BEER En Der 11 
Ö x, x" Öö x, 2x? 


woraus hervorgeht, dass, wie schon Herr Borchardt gezeigt hat, die durch 
T'hetafunetionen dargestellte Fläche denselben Grad der Allgemeinheit hat. 
wie die von Herrn Kummer untersuchte Fläche, d.h. dass sie die allge- 
meinste Fläche vierter Ordnung mit sechzehn Knotenpunkten ist. 

Aus der soeben entwickelten Gleichungsform und den in (B.) ent- 
haltenen analogen Formen, geht sofort hervor, dass jede der sechzehn 
T'hetafunetionen, gleich Null gesetzt, eine singuläre Tangentialebene der 
Fläche darstellt, welche dieselbe längs einem Kegelschnitt berührt. Wir 
bezeichnen diese sechzehn singulären Tangentialebenen durch die Charak- 
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teristiken der in ihnen verschwindenden T'hetafunetionen, oder, indem wir 
(Bi), (Po), (Pa), (Pr), (Ps), (Ps) die ungeraden Charakteristiken bedeuten lassen, 
abgekürzt durch 
(1), (2), (3), (#), (5). (6), (123), (124), (125), (126), 
(134), (135), (136), (145), (146), (156), 
wo (1), (123) ete. für (3). (A+Pr+Ps) ete. steht, so dass (123) und 
(456) dasselbe bedeutet. 

In Folge der Formeln (A.) gehen sechzehn mal je sechs von diesen 
Ebenen durch einen Punkt. Diese Punkte sind bestimmt durch die sechzehn 
Systeme zusammengehöriger halber Perioden, für welche die betreffenden 
sechs 'T'hetafunetionen verschwinden. Wir bezeichnen dieselben also dureh 
die Charakteristiken der halben Periodensysteme, welche für die Variablen 
in jedem dieser Punkte zu setzen sind, und zwar, indem wir jede der- 
selben aus zwei ungeraden Charakteristiken zusammensetzen, abgekürzt durch 

(0), (12), (13), (14), (15), (16), (23), (24), (25), (26), 

(34), (39), (36), (45), (46), (96), 

wo (ix) für (2,;+P,) steht. Diese sind, wie gleich gezeigt werden soll, 
die sechzehn Knotenpunkte der Fläche, von denen je sechs auf einer sin- 
gulären Tangentialebene liegen. Diese Bezeichnung hat den Vortheil, 
dass sie sogleich erkennen lässt, welche Knotenpunkte auf einer bestimm- 
ten singulären Tangentialebene liegen, und welche von diesen Ebenen 
durch einen bestimmten Knotenpunkt gehen. Ein Knotenpunkt liegt auf 
einer singulären Taangentialebene oder nicht, je nachdem die Summe der 
Uharakteristiken von Punkt und Ebene ungerade oder gerade ist. 

Demnach enthält 
die Ebene (1) die Punkte (0), (12), (13), (14), (15), (16), 
die Ebene (123) = (456) die Punkte (23), (31), (12), (56), (64), (45); 
durch den Punkt (0) gehen die Ebenen (1), (2), (3), (4). (5), (6), 
durch den Punkt (12) gehen die Ebenen (1), (2), (123), (124), (125), (126). 


womit die gegenseitigen Lagenverhältnisse vollständig ausgedrückt sind *). 
*) Um die Bezeichnung von Herrn Kummer (Ueber die algebraischen Strahlen- 
systeme Seite 66, Abhandlungen der Berliner Akademie 1866) mit dieser in Einklang 
zu bringen, hätte man Knotenpunkte und singuläre Tangentialebenen folgendermassen 
mit Nummern zu bezeichnen: 

AN De un 8. : 20: IE: 28 u 1..:16 


0 (12) (13) (23) (45) (63) (62)(61) (65) (34) (24) (14) (64) (35) (25) (15) 
(6) (126) (136) (145) (123) (3) (2) (1) (5) (125) (185) (146) (4) (124) (134) (156) 
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Es lässt sich nun die Gleichung des Tangentenkegels in einem be- 
liebigen der sechzehn singulären Punkte in der folgenden eleganten Form 
darstellen, womit zugleich die Natur dieser Punkte als Knotenpunkte dar- 
gethan ist. 








Sind =0, m =0, 23, =0 die Gleichungen dreier, in einem solchen 
Punkt zusammenstossenden singulären Tangentialebenen, für den Punkt mit 
der Charakteristik (®@) etwa 




























Ye = 0 Pı+ @\(d,, d2), Vz; == vz + ®|(v,.©:). Y2; = 34 ®|(v,, ©.), 


so ergiebt sich für Werthe von vo, ®,. die sich von dem halben Perioden- 
system (@) unendlich wenig unterscheiden, wenn man mit de,, do, die un- 
endlich kleinen Unterschiede der Variablen und des halben Periodensystems 
bezeichnet: 


— 


Iz, = 3,,Pılde, + % Pılde;, 

Yz = 9ß.lde, +9 |P2\de,, 

Ye; == HP, de, +9 Ps! de; 
und daraus durch Elimination von de,. de, die Gleichung 
Tangentenkegels zweiter Ordnung: 


[B, BVYaı+[Bs: BlVa+[Pı. AJ)VYo; = 0, 


welche man noch mittelst des Formelsystems (E.) vereinfachen kann, so 
dass die Coefficienten durch die geraden Thetafunetionen für die Nullwerthe 
der Argumente ausgedrückt sind. 

Wir gehen nun dazu über, die Lagenverhältnisse der Knotenpunkte 
etwas genauer zu untersuchen, und bemerken vorweg, dass man allen den 
betreffenden Sätzen ihr reciprokes Gegenstück bezüglich der singulären 
Tangentialebenen an die Seite stellen kann, da die reeiproke Polare unserer 
Fläche eine Fläche gleicher Art ist. 





des gesuchten 


1. Dureh irgend zwei Knotenpunkte gehen zwei singuläre Tlangential- 
ebenen, nämlich 


durch (0), (12) die beiden Ebenen (1), (2) 












- (12), (34) 


- (12), (13) 


(1), (123) 
(125). (126). 


2. Die Systeme von drei Knotenpunkten zerfallen in zwei Klassen, 
je nachdem die durch ein solches bestimmte Ebene eine singuläre Tan- 


ut rn re ET nr tea ee A 
- a Br ee 
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gentialebene ist oder nicht. Aus unserer Bezeichnung ergeben sich un- 
mittelbar diese beiden Arten von Systemen. Die Anzahl der Systeme der 
ersten Art ist 320, die der zweiten 240. 

3. Die Systeme von vier Knotenpunkten, die nicht in einer singulären 
Tangentialebene liegen, die wir mit den vier durch sie bestimmten Ebenen 
kurz als Tetraeder bezeichnen wollen, zerfallen in drei Klassen. 

a) Tetraeder der ersten Art, deren vier Ebenen singuläre Tangential- 
ebenen sind. 

(sehen wir von einem beliebigen System von drei Punkten in einer 
singulären Tangentialebene aus, etwa von (0), (12), (13), so ist der vierte 
Punkt, welcher mit je zweien von diesen in einer singulären Tangential- 
ebene liegt, völlig bestimmt, nämlich (23), und aus der Bezeichnung eines 
solchen Tetraeders 

(0), (12), (13), (23) 
erhält man die der übrigen durch Vertauschung der Ziffern und durch Hin- 
zufügung einer beliebigen Charakteristik. Die Summe der Charakteristiken 
der vier Eckpunkte eines solchen Tetraeders ist stets = (0); die Anzahl 
derselben beträgt 3° = 80. 

b) Tetraeder der zweiten Art nennen wir solche, welche gar keine 
singuläre Tangentialebene enthalten. 

Gehen wir von einem beliebigen System von drei Punkten aus, 
welches nicht in einer singulären Tangentialebene liegt. etwa von (0), (12), 
(34), so ist der vierte Punkt eines solchen Teetraeders gleichfalls völlig be- 
stimmt, nämlich (56). Auch hier ist die Summe der Charakteristiken = (0). 
Die Anzahl dieser Tetraeder beträgt ?t* = 60. 

c) Alle übrigen Tetraeder, deren Zahl 1440 beträgt, bezeichnen wir 
als Tetraeder der dritten Art. Um ihre Eigenschaften zu untersuchen, 
können wir ausgehen von einem System von drei Punkten (0), (12), (13) 
und können einen vierten Punkt in einer der beiden Formen hinzufügen 
(24) oder (45). Beide Annahmen zeigen, dass zwei der Ebenen eines 
solchen Tetraeders singuläre Tangentialebenen sind, die beiden andern nicht. 
Die Summen der Charakteristiken der vier Punkte ist nicht = (0). 

Da eine Fläche vierter Ordnung mit sechzehn Knotenpunkten durch 
achtzehn Bedingungen bestimmt ist, so können sechs von den Knotenpunkten, 
falls dieselben von einander unabhängig sind, beliebig gegebene sein, und die 
Fläche kann durch dieselben bestimmt werden. Es ist aber dazu nicht jedes 
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beliebige System von sechs Knotenpunkten geeignet. Es ist daher er- 
forderlich, die verschiedenen Systeme von sechs Knotenpunkten hinsichtlich 
ihrer projeetivischen Abhängigkeit zu untersuchen. 

Betrachten wir zu dem Ende zunächst ein Tetraeder der ersten Art: 


(0), (12), (13), (23) 


und stellen die Bezeichnungen der vier Ebenen desselben mit den Punkten. 
welche sie enthalten, zusammen: 


(1) enthält die Punkte (0)(12)(13) (14)(15)(16), 




























DR (8 . (W)21)(23) (24)(25) (26), 
ee 3“ ß (0) (31) (32) (34) (35) (36), 
a a -  @3)(3l)(12) (56)(64) (45), 


so ersehen wir daraus, dass in den vier Ebenen eines Tetraeders der ersten 
Art alle sechzehn Knotenpunkte enthalten sind. 
Legen wir ferner ein Tetraeder der zweiten Art zu Grunde 


(0), (12), (34), (56), 


so enthält, im Allgemeinen wenigstens, keine der Ebenen desselben einen 
weiteren Knotenpunkt. Fügen wir einen beliebigen fünften Knotenpunkt (13) 
hinzu, so können wir durch diesen und durch je zwei der Fundamentalpunkte 
sechs Ebenen legen, von denen vier singuläre Tangentialebenen sind, die 
beiden andern nicht. Die letzteren sind die Ebenen durch die Punkte 


(0), (56), (13) und (12), (34), (13), 


während die vier ersteren mit den in ihnen enthaltenen Knotenpunkten 
folgende Bezeichnung haben: 


(1) mit den Knotenpunkten (0)(12)(13) (14)(15)(16), 


He : . (0)(34) (13) (32)(35)(36), 
E.V i a (12)(56) (13) (23) (45) (46), 
(134) - - . . (56)(34) (13) (14) (25) (26). 


Diese vier Ebenen enthalten die beiden Knotenpunkte (14), (23) zweimal, 
während sie den einen (24) gar nicht enthalten. Die Punkte (13), (24), (14), (23) 
bilden wieder ein Tetraeder der zweiten Art, und so erkennt man, dass sich 
die sechzehn Knotenpunkte der Fläche in vier Tetraeder der zweiten Art 
zusammenfassen lassen, von denen jedes die drei übrigen vollständig bestimmt: 
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(0) (12) (34) (56), 
(13) (24)(14) (23), 
(15) (26) (16) (25), 
(35) (46) (36) (45), 


und zwar ist diese Anordnung auf fünfzehn verschiedene Arten möglich. 
Obgleich nun also von den sechs Punkten 


(0), (12), (34), (56), (13), (24) 


keine vier in einer Ebene liegen, so sind dieselben doch nicht projeetivisch 
unabhängig, wie aus der folgenden Betrachtung erhellt. Wir legen das 
Tetraeder der zweiten Art (0), (12), (34), (56) als Coordinaten -Tetraeder 
zu Grunde, indem wir über die (?) dieselbe specielle Annahme machen. 
wie oben 


10 01 01 11 11 
(Piz Pay Pr Par Ps, Po) = ee 11’ 11? 01° 01° 10) 


so dass die Eckpunkte des Coordinaten - Tetraeders die Charakteristiken 


haben: 
: 61 Go Gı 
Setzt man dann 


5, = 9,9 ho (0,0) — 00 110 e.), 


,=9 La. et, 


= ON gON., O1 ge jON, 
Bi 00,8 IR = (01,02), 
p an 2 11 a2ıll & 00} \ 


so sind, =0, 5, =0, 5,5=0, &5,=0 die Wesendeuu der Seitenflächen des 
Coordinaten-Tetraeders, und für die Coordinaten der Punkte (13), (24), welche 


die Charakteristiken haben G 2: e ‚ ergeben sich die Werthe: 


für (13) = re 
(5 ee. 

(90) |: = 1109 An ug 10 AN 
en sr 
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also: 
en, ee, ea, he 

oder 

SEE SER 


diese Gleichung besagt, dass die zwei Punkte (13), (24) auf einem durch 
die geraden Linien 


(0) (12); (12)(56); (56) (34); (34) (0) 


hindurchgehenden Hyperboloid liegen müssen, dass sonach diese Punkte 
nicht ganz beliebig gewählt werden können. Genügen die sechs Punkte 
(0), (12), (34), (56), (13), (24) dieser Bedingung, so bestimmen dieselben 
als Knotenpunkte nicht vollständig unsere Fläche, sondern lassen eine Con- 
stante unbestimmt. 

Hieraus geht also hervor, dass sechs Knotenpunkte, welche nicht 
in einer projeetivischen Abhängigkeit stehen, die Eigenschaft haben müssen, 
dass je vier von ihnen ein Tetraeder der dritten Art bilden. 

Dazu ist nothwendig, dass die Summe der Charakteristiken der 
sechs Punkte = (0) sei, und diese Bedingung zusammen mit der zweiten, 
dass nicht vier der Punkte in einer singulären Tangentialebene liegen, ist 
auch hinreichend. 

Sind nämlich (#,), (22), (#3), (#3), (25), (2) die Charakteristiken von 
sechs solchen Punkten, so darf nicht die Summe von vieren derselben 
— (0) sein, und daraus folgt, dass die fünfzehn Summen von je zweien der- 
selben, (2,+2%;), alle von einander verschieden sind, und mithin sämmtliche 
von (0) verschiedenen Charakteristiken ergeben müssen. Wäre also die 
Summe 4 +%r+%+%+%+%) nicht = (0), so müsste sie = (#,+%,) sein, 
und die Summe der vier übrigen (2) würde gegen die Voraussetzung = (0) 
sein. Umgekehrt, wenn die Summe sämmtlicher (z) = (0) ist, so kann nicht 
schon die Summe von vieren derselben = (0) sein, da die beiden andern 
von einander verschieden sein müssen, und daher bilden keine vier der- 
selben ein Tetraeder der ersten oder zweiten Art. Es wird sich ergeben, 
dass falls nicht vier derselben in einer singulären Tangentialebene liegen, 
dieselben von einander unabhängig sind. 

Geht man, um ein solches System von Punkten zu bestimmen, von 
einem beliebigen Tetraeder der dritten Art aus, so kann man die hinzu- 
zufügenden beiden Punkte auf zwei Arten wählen. Dabei entsteht, wenn 
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man alle möglichen Tetraeder dritter Art zu Grunde legt, jedes solche 
System fünfzehn mal, so dass die Gesammtanzahl derseiben '44°.2 = 192 
beträgt. 


Wählen wir das Tetraeder dritter Art 
(0), (12), (13), (24), 


so lässt sich die Summe der Charakteristiken der vier Eckpunkte (34) auf 
folgende acht Arten zerlegen: 
(0), (34); (13), (14); (23), (24); (53), (84): (63), (64); 
(15), (26); (16), (25); (12), (56). 

Hiervon aber können nur die beiden Zerlegungen (53). (54): (63), (64) 
gebraucht werden, da bei allen anderen vier Punkte in einer Ebene liegen 
würden. Wir erhalten also das System: 

(0), (12), (13), (24), (35), (45), 
welches die verlangte Eigenschaft besitzt. 

Nehmen wir diese sechs Punkte irgend wie als gegeben an, so sind 
damit unmittelbar die folgenden singulären Tangentialebenen bestimmt: 


(1) dureh (0)(12)(13). (123) dureh (12)(13) (45). 


\2) - (Oa2y(24), (124) -  (12)(24)(35), 
1) {@& -  (O0)(13)(35), (126) -  (12)(35)(45), 
(4) -  (O)C2A)(45), (135) - ANKBH) (24), 
8) - . .V)EB5)(4), (136) -  <(13)(24)(45). 
Daraus ergiebt sich nun das ziemlich unerwartete Resultat, dass aus 


den gegebenen sechs Knotenpunkten die übrigen linear construirt werden können. 
Wir erhalten die fehlenden zehn Knotenpunkte geradezu als Schnitt- 
punkte von je dreien dieser Ebenen, nämlich: 


(14) als Schnitt von (1) (4)(124), (26) als Schnitt von (2)(126) (135). 
(15) - - - (1) (5)(135), (34) - - - (3) (4)(126), 
(IL) ((16) - - - (1)(126)(136), (36) - - - (3)(136) (124), 
(23) - - - (2) (3)(123), (46) - - - (4)(123) (135), 
(25) - - - (2) (5)(136), (56) - - - (5)(123)(124). 


Da die gegebenen sechs Punkte sich den Symbolen (0), (12), (13), 
(24), (35), (45) auf verschiedene Arten zuordnen lassen, so werden sich 
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auch die noch fehlenden 10 Knotenpunkte, und damit die ganze Fläche, 
auf mehrere Arten, jedoch in endlicher Anzahl. bestimmen lassen. Die 
Anzahl dieser Bestimmungsarten beträgt zwölf, wie sich auf folgende Weise 
ergiebt. 

Bezeichnen wir die sechs gegebenen Punkte mit A,, A,, A;, Ay, As, As. 
so ergiebt sich aus (l.), dass von zwei Ebenen, welche durch je drei dieser 
Punkte, etwa durch (A,, A}, A;):; (A,, A;. As) gehen, immer die eine singu- 
läre Tıangentialebene ist, die andere nicht. Wir können also annehmen, dass 
entweder (A,, Ar, A;) oder (A,, A;, A,) singuläre Tangentialebene sein 
soll und dem entsprechend entweder das erste oder das zweite Tripel mit 
(0), (12), (13)) zusammenfallen lassen. Die durch (I.) bestimmten singu- 
lären Tangentialebenen erhält man dann, wenn man die Punkte A,, A;, 4, 
in irgend einer Weise den geraden Linien (A,A;), (A; A,), (A, A.) zuordnet, 
also auf sechs verschiedene Arten, in der Weise: 































(4,44;);5 (A;,A)(A): (AA) (A;); 
(4,4,)(A,); (AsA,)(A); (AA) Ar); 
(4A,)(A); (A,A)(Aı); (A4A;) (Ar); 
(A,A,) (As); 


indem man noch (A,A,A;) mit (A,A,A,) vertauscht, erhält man zwölf 
Arten der Bestimmung jener zehn Ebenen, welches die einzigen sind, die 
zu verschiedenen Resultaten führen. Es ist damit auch die Fläche durch 
diese sechs Knotenpunkte auf zwölf Arten bestimmt, aber die Gleichungen 
derselben lassen sich, ebenso wie die Coordinaten der übrigen zehn 
Knotenpunkte rational durch die der gegebenen Punkte ausdrücken. Die 
analytische Bestimmung dieser Coordinaten ergiebt das gleiche Resultat. 


Nehmen wir das Tetraeder (0) (12) (13) (24) als Fundamental-Tetraeder 
und setzen: 


= Fo (0,0%, a = (1 (01,0), 


ı 


9? 01) 3 |] 0) (0,,0%)+9 (D 0) 92 


jü 
(1 
e _ g2f101 ga J10N i 01 0 
S4 4 100,7 110) (©, 2) (90) 10) (%,,%), 


so dass 5 =0, 5, =0, 5=0, &=0 die Gleichungen der Seitenflächen des 
Coordinaten-Tetraeders sind, so ergeben sich die Coordinaten der zwölf übrigen 
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Knotenpunkte proportional den folgenden Grössen : 


- 


ee S, a u u N 700 KO. ER 
3)=(0)| "ho Fon Phono Floılon 
ee he 
Bl ee ae 
| ee er 


Se (10 24100 210) 924101 #1 lol 
(34) = 10/ | 3 100) 3 O1 3 101,7 008 3 0007 I0.0% 


(56) VON Fl V gay 10) 1. ,9# 0 gay ga y10ı 





a) PN) = \ıı) 01 00 "ion 00, wor ion 
a9) (1! IE De 0 Fb er 
(15) = (} .) | v $ # h nf Io of F 1008 “ 100, 4 101, 
a0) 0 Fe er 
23-6 er er 
el ee ee 
(26) = (91 Bea \ u \ 100) 7 1 of 7 h 0 ” 101 | 


Drückt man die constanten 'Thetawerthe durch die algebraischen Moduln 
aus, indem man die oben gemachte Annahme 


GG, %, GG, 0, 0, 0 


2 u a 
u "EG jr 


festhält, und berücksichtigt, dass jede der vier Coordinaten mit einem be- 
liebigen constanten Factor multiplieirt werden kann, und dass es überdies 
nur auf die Verhältnisse der vier Coordinaten ankommt, so erhält man die 
folgenden Werthe für die Coordinaten der sechzehn Knotenpunkte: 

























(IV.) 


f 
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| Sı 5: 5; 7 
a 
)=(o) 9% 0 0 1 
00\ 
— er 0 0 1 0 
EN 
Aa)=(g) 0 1 0 0 
| 
(24) = er ; 1 0 0 0 
u 
=) 1 1 1 1 
Ar 10 2 2 
(45) = (9 0) x Pe 25 1 
=) 2 1 x 1 
(46) = k ; | u x; x 
F (09 Hi Pe k j se j ih 2 
(15 Azfı Aka #3 fa Ark Hz, 
(96) = er 2% 2 Kyıkı +%%ı x 
2 Bi 
BR. D a 
( 
(15) = d43) | 0 x zB 2 
01 ı & 
(16) = - (01 0 u, 2% x, 
03) — - (aD z 0 z 1 
- Ol 2 9 2 
(25) = (, N — 1%, 0 Kzırz 432 
'OL\ _ Ü 1 zu 2 2 
(26) = (9 1): ii. 0 %, . 


Durch die ersten sechs dieser Punkte sind also die Moduln des zu Grunde 
liegenden hyperelliptischen Integrals rational bestimmt und die Coordinaten 
der übrigen Knotenpunkte sind durch diese rational ausgedrückt. 
Vertauschung der Charakteristiken, wie oben gezeigt, erhält man die übrigen 
elf Arten der Bestimmung der Knotenpunkte aus den gegebenen sechs. Diese 
Ausdrücke, welche auch leicht ohne Vermittlung der Thetafunctionen als 


Durch 
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Coordinaten der Schnittpunkte der in (1I.) zusammengestellten Ebenen er- 
halten werden können, setzen zugleich ausser Zweifel, dass die sechs 
Knotenpunkte von denen wir ausgingen, wirklich jede beliebige gegebene 
Lage haben können. 


In einem besonderen Fall können vier Knotenpunkte in eine Ebene 
fallen, welche nicht singuläre Tangentialebene ist. Es können dies nur 
die vier Eeken eines Tetraeders der zweiten Art sein und die Werthe der 
Coordinaten in der Tafel (III.) zeigen, dass bierfür, falls etwa die Punkte 

(12\, (13), (24), (34 
in eine Ebene fallen sollen, die nothwendige und hinreichende Bedingung 
die ist: 


+0 N _ 10 
3 001 7 3 001° 


was noch zur Folge hat: 


ak! a0 9 WV0) WON 
3 0179 1100, 9 on Flo 


und die Ausdrücke (Ill.) oder (IV. zeigen weiter, dass in Folge davon auch 
die drei übrigen zugehörigen Tetraeder zweiter Art 
(0) (14) (23) (56), 
(15) (16) (45) 46), 
(25) (26) (35) (36) 
in Ebenen ausarten, so dass in diesen Fällen immer viermal vier Knoten- 
punkte in einer Ebene liegen, die nieht singuläre Tangentialebene ist. Die 
hierbei auftretenden Thhetafunetionen gehören in Folge der oben aufgestellten 
Bedingungsgleichung zu denen, welche mittelst einer T'ransformation zweiten 
Grades durch elliptische T'hetafunetionen ausgedrückt werden können. Dieser 
Fall tritt ein bei der Fresnelschen Wellenfläche und ihren projeetivischen 
Umformungen. Man erhält auf diese Weise für die recehtwinkligen Coor- 
dinaten der Punkte der Wellenfläche die Ausdrücke: 
x = bsinam (a, z) Jam(v, A), 
= acosam (a, 2)cosam(e, A), 


—= adam(u, z,sinam(v, A), 


y: _ Be y” Zas c’ ae b’ : yk ne a’ —— 4" c’ Bu 
e e—# ’ ” u I a b°? | ’ Ging b’ ET h) 
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welche der Gleichung der Wellenfläche 


y 


2 2 „2 
A y Y r 3 


I) 
. 


; 07770 2 wu „3 Br 2 2 | 
ze +Yy ee. a u | + s—b eo -+ . Alm ad ie 


identisch genügen. Die Curven «= const., e= const. bilden zwei ortho- 


gonale Curvenschaaren auf der Fläche. 


Königsberg, im August 1877. 














Sätze über Determinanten und Anwendung derselben 
zum Beweise der Sätze von Pascal und Brianchon. 


(Von Herrn Mertens in Krakau.) 


Die Sätze von Pascal und Brianchon in der Theorie der Kegel- 
schnitte beruhen auf einigen Determinanten-Identitäten, welche sich alle 
einfach aus dem folgenden Satze ableiten lassen: 

Verschwindet eine ganze Function der sechs Gruppen von je drei 
Elementen 


(1.) (209030), (Tıyız), (Ba) (B2) (zz). (15Y5 35). 
welche in Bezug auf die Elemente jeder Gruppe homogen und vom zweiten 
Grade ist; identisch, wenn man die Elemente irgend einer Gruppe dureh 
die entsprechenden einer anderen ersetzt, so ist diese Funetion bis Auf 
einen von den Elementen (1.) unabhängigen Faetor der Determinante 

zu Yo 30 Yozo HC, LoYo| 
° 9Yı 2ı Yıı 3% Lıı 


nm m HN A fh 


2 
T3 Y; PORN Y32; 23.03 T;Y3 
ya Na u u 


75; Y% 2% Ys2;, 2,7; 7,4; 
gleich. 
Ist nämlich % eine solehe Funetion und setzt man identisch 
= Pu +QOy+Rzs+Pyz+ 0 z0.+ R'z,y. 
AR — L«; - My, 2. N z. + L’y,23 5 Mz,2,-+ N'x,yo. 


so ergeben, sich aus den sechs linearen Gleichungen 


. 


og = Ps +Qy+-- 
0 = Pai+Qyi+-- 
0 = Pm+Ppy+-- 
0 = Px;+0y; de 
Ps +Qyi+- 
Pai+@yi+-- 


0 
V 


\ 
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in bekannter Weise die Identitäten 
Ly=P%, MNy=0L2, Ny=R2, 
L[y=P2Q2, My=02, Ny=RR 





ın 


und dureh Multiplieation derselben mit &,, Yo, 25, Yo20, &%, Zuyo: 
' ' 
2o = By, 
wo 2’, g' die Resultate der Ersetzung von z, Yu 2, durch &, y, 3, in 2, 
bezeichnen sollen. Aus der Identität 



































Y p' 


"u, 
folgt nun, dass der Quotient 5 von 2, Yo, 2%, unabhängig ist. Ebenso 
ergiebt sich, dass dieser Quotient von den Elementen aller anderen Gruppen 
unabhängig ist. 
I. Setzt man nun zur Abkürzung 


YoRga — Ya2p — Ups SE, TEE, = Opgp Ya TE Wpg > 


ou Wa Wr da —=Ä, By da — Ua =Y, Uta — Oydly = Z, 

od rt A, Wr nl, Und —tnts =, 

lu Wild, Wale Un =", Uta tatu=Z", 
X Y Z 


Tr’ z -& 
X" Y" zZ" 
so ist die Determinante S eine Funetion mit den oben genannten Eigen- 
schaften. Dass sie in Bezug auf die Elemente jeder Gruppe vom zweiten 
Grade und homogen ist, ist unmittelbar ersichtlich. Um aber zu beweisen, 
dass sie identisch verschwindet, wenn die Elemente irgend einer Gruppe 
dureh die entsprechenden Elemente einer anderen ersetzt werden, kann man 
sich auf den Fall beschränken, wo (2,Y,2,) durch eine andere Gruppe er- 
setzt wird, da der Ausdruck S durch eine eyklische Umsetzung der Gruppen 
(1.) nur sein Zeichen ändert. 
Ersetzt man (2,Y,3,) durch (z,yı2,) oder (2,9;2;), so verschwinden 
im ersten Falle #,,, ®oı, @u,, Im zweiten %;,, ©, %5,, und daher auch S. 
Ersetzt man (2,%,3,) durch (z; y: 2), so verwandeln sich die Ausdrücke 
YZ—-ZY, ZX—-XZ, XY-YX, 
RE; zZ" 


beziehungsweise von gewissen gemeinschaftlichen Factoren @, H abge- 


GG 
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sehen in 


Ur, Cııy Wn, 
Tr, Ya; 2} 
und daher S in 
GH (una +toyı + W232) = 0. 


Ersetzt man (z,Y,3,) durch (239;2;), so werden sowohl X, Y, Z als 
auch X”, Y", Z’ den Elementen z;, y;, 3; proportional und daher S= 0. 
Ersetzt man endlich (z,y,2,) durch (z,y,2,), so gehen die Ausdrücke 
X, F, Z, 
YZz'-ZY, ZX'-X\Z, XY-YXx' 
von gewissen gemeinschaftlichen Factoren @, H’ abgesehen beziehungs- 
weise über in 
Tr Yan 2: 
Us: a, Ws 
und daher S in 
FH (u, +03 + W053) = 0. 
Es ist also identisch 
Bi 


wo g von den Elementen (1.) unabhängig ist und durch Einsetzung der 


besonderen Werthsysteme 
(100), (010), .(001), (011), (101), (110) 
bestimmt werden kann. Man findet <= —1 und demgemäss 
2) S= —LQ 
Auf dieser Identität beruht der Pascalsche Satz. Fasst man nämlich die 
Werthsysteme (1.) als homogene Coordinaten von sechs Punkten auf, so 
sind (yı, Oo, Cor), (Liz, Oı2, Wr2), +++ (0, Os, su) die Coordinaten der Verbindungs- 
linien der Punkte O und 1, 1 und 2,... 5 und O und (X, Y,Z), (X, Y', Z',, 
(X", Y", Z’) die Coordinaten der Durchschnittspunkte der Geraden (01) und 
(34), (12) und (45), (23) und (50). Liegen nun die Punkte (1.) auf einem 
Kegelschnitte, so verschwindet 2 und daher auch $. Dies ist aber die Be- 
dingung, dass die genannten drei Durchschnittspunkte in einer Geraden liegen. 
II. Bezeichnet man die Determinanten 


u m UM u m u 


%, % |, vo, om | 


w, WW; ©, ©, W;| 
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in üblicher Weise mit (wew). (we w') und ihre Unterdeterminanten ©, 0; — w; ®;. 
0, rd, 0 ii, ee RD. U... DD 
so denke man sich in der Identität (2.) die Werthsysteme (1.) beziehungs- 


weise dureh 
(U,V,W.). (U,V,W.). (U,V,W,, (UV,W), (0,V,W,, (U,V,W, 


ersetzt. wodurch 2 in $ übergehen möge Es verwandeln sich dann 


Ih Cu Mor Uns ©: nm beziehungsweise IN %, %. %;, %, ©, @, mit dem 


Factor (uew) und %4, 9, Wyss, Us, dy, Weg IN %, d;, %;,, %, %,, ©, mit 


> > 
3; 


dem Faetor (We'w). >Metzt man daher zur Abkürzung 


ec, 0, — w;,v, 5, Du -UW = —n, WU u =— 

0%, —- W0; =S5S, WU, —U,W, 1 U,0; — dzU 
vr. Ww,-WV,=-4A WU-UW,=B, U, 
v.W-WV, =A, WU-UW,=B, I 


so verwandelt sich S ın 


ı 


s N CS 
(uvw) (uWvw ') S 7 C 


BC—-CB CA-—-AC AB-—-BA 


ae) (We ww) A B 4 


6 -» 
? e- ? 5% 


Diese Determinante lässt sich aber mit Hülfe der Identität (2.) umformen, 
wenn man in derselben die Werthsysteme (1.) beziehungsweise durch 


4 (U, C,%,). UV W)) (WOW) OWN (WO,W>). (2,C,%,) 
ersetzt. man hat daher 
u. © % 0,8, W,%, UP, 
 &% © GW Wıl Ur 


, " © %W %,%, W;4;, UL; 


Do = — (uv vw) (We a) 9 2 
U, © %, 9%,%, 8%, U, 
U ©% % 9%, Wr, UP: 


U, % %, 0%, Wz%;, U,d; 
Fasst man die Werthsysteme (3.) als die Coordinaten der Seiten zweier 
Dreiecke auf, so besagt die vorstehende Identität, dass die Ecken zweier 
einem Kegelsehnitte umschriebenen Dreiecke auf einem Kegelschnitte liegen. 
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III. Es sei 


L,%, Yoyı 2, 21 Yı?ı Yı Z Ü, l 3} I Y; Y 7 
TI, 75 . . . . Yı% 23, Yr 
I, X . . . . Yu Tr 3 Yı, 
| T. 
I;Xy . . . Y3 2, 23 Yı 
Cs 1 .: ht 
7, . »,on.: hrs 


Alsdann ist zunächst ersichtlich, dass T in Bezug auf jedes der 
Werthsysteme (1.) homogen und vom zweiten Grade ist. Ferner ist leicht 
zu sehen, dass T identisch verschwindet, wenn zwei der drei ersten oder 
der drei letzten Werthsysteme gleichgesetzt werden, weil dann die Deter- 
minante T zwei gleiche Zeilen erhält. Ersetzt man aber (=,y,2,) etwa durch 
(2,Y,2,), so denke man sich, unter (pgr) die Determinante I+z,y,z2, ver- 
standen, die dritte, vierte, fünfte Zeile beziehungsweise mit 

— (135), (125), —(123) 
multiplieirt und zu der mit (235) wmultiplieirten ersten Zeile addirt. Da die 
Elemente der ersten Zeile alsdann sämmtlich verschwinden, so ist auch 
T=0. Man hat daher 


T = &.2 
und findet leicht = —1. Auf dieser Identität beruht der bekannte Satz. 


dass die Ecken zweier Poldreiecke eines Kegelschnitts auf einem Kegel- 


schnitte liegen. 


Krakau, December 1877. 








